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Okreslanie liczby rozwigzan uktadu rownan liniowych

z dwiema niewiadomymi z wykorzystaniem metody

wyznacznikowej
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Zrédto: Antoine Dautry, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Metoda wyznacznikowa rozwigzywania
uktadu réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi charakteryzuje si¢ tym, ze po
obliczeniu wartosci liczb, zwanych
wyznacznikami danego uktadu réwnan,
mozemy podac liczbe rozwigzan takiego
uktadu. W przypadku, gdy uktad posiada
doktadnie jedno rozwigzanie, mozemy je
znaleZ¢, stosujac gotowe juz wzory podane
w 1750 r. przez Gabriela Cramera.

W tym materiale zajmiemy si¢ wlasnie

zastosowaniem metody wyznacznikowej przy

okreslaniu liczby rozwigzan danego uktadu
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.

Znajomosc¢ tej metody nie jest obowigzkowa
(wykracza poza podstawe programowa), ale
jest to metoda przyjemna i tatwa, wigec warto
ja poznac.

Gabriel Cramer - szwajcarski matematyk i fizyk,

profesor Uniwersytetu w Genewie
Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.



Twoje cele

e Obliczysz wartosci wyznacznikow.

» Korzystajac z algorytmu rozwigzywania uktadu rownan metodg wyznacznikowq
okreslisz, czy jest to uktad oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny.

e Rozwiagzesz uklad rownan liniowych metodg wyznacznikowa.

» Korzystajac z metody wyznacznikowej okreslisz, kiedy uktad réwnan z parametrem
jest uktadem oznaczonym, nieoznaczonym, a kiedy sprzecznym.



Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw definicje uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi.
Definicja: Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktlad taki przyjmuje postac:

aT+by=c
asx + bay = ¢y’

gdzie:

x oraz y — oznaczajg niewiadome,

a1, as, by oraz by — wspotczynniki przy niewiadomych « oraz y,
c1 i c2 — nazywamy wyrazami wolnymi.

Definicja: Zbiér rozwiazan uktadu réwnan liniowych

Zbiorem rozwigzan uktadu rownan jest zbior wszystkich par liczb spelniajgcych dany
uktad rownan. Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi moze mie¢ doktadnie
jedno rozwigzanie, moze posiada¢ nieskonczenie wiele rozwigzan, moze tez nie mie¢
rozwigzan.

Definicja: Uktad rownan oznaczony

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktorego rozwigzaniem jest dokladnie
jedna para liczb, nazywamy uktadem oznaczonym.

Definicja: Uktad réwnan nieoznaczony

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktoérego rozwiazaniem jest
nieskonczenie wiele par liczb, nazywamy uktadem nieoznaczonym.

Definicja: Uktad réwnan sprzeczny

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie posiada rozwigzan,

nazywamy ukladem sprzecznym.

Aby rozwigza¢ ukiad rownan

a1+ by =c;
asx + bay = co


javascript:void(0);

metoda wyznacznikowg, musimy obliczy¢ trzy liczby:

» wyznacznik gtowny W - utworzony ze wspotczynnikow znajdujacych sie przy
niewiadomych z i y.

» wyznacznik niewidomej z oznaczany W, — utworzony poprzez zastapienie
w wyznaczniku glownym kolumny wspotczynnikoéw przy niewiadomej , kolumng
wyrazow wolnych.

» wyznacznik niewidomejy oznaczany Wy - utworzony poprzez zastgpienie
w wyznaczniku gtownym kolumny wspotczynnikoéw przy niewiadomej y, kolumng
wyrazow wolnych.

a
=a;-C — a3 C

W, =

az C2
Jesli wyznacznik gléwny W # 0, to taki uklad rownan nazywamy ukladem Cramera.
Uktad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie (jest oznaczony), ktére mozemy wyznaczyc¢ za
pomoca wzoréw Cramera:

T=w'Y=w
Jesli wyznacznik gtowny W = 0i W, = 0i W, = 0, to uktad réwnan ma nieskonczenie
wiele rozwigzan (jest nieoznaczony).

Jesli wyznacznik gléwny W = 0i (W, # 0 lub W, # 0), to uklad réwnan nie ma rozwigzan
(jest sprzeczny).

Przyktad 1

—2z+4y =3

Rozwigzemy uklad rownan { 5o — 3y — 7

metodg wyznacznikowa.

Zapisujemy i obliczamy wyznacznik gtoéwny.

Wypisujemy w odpowiednich kolumnach wspotczynniki znajdujace sie przy
niewiadomych x oraz y.

-2 4
eIy

5 -3
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Nastepnie mnozymy liczby umieszczone na przekatnych i odejmujemy odpowiednie
iloczyny.

-2 4

W:‘5 -3

‘:—2-(—3)—5-4:6—20:—14

Wyznacznik gtowny jest liczbg r6zng od zera, wiemy juz wiec, ze jest to oznaczony uktad
rownan.

Zapisujemy teraz i obliczamy wyznacznik niewiadomej x.

W pierwszej kolumnie wyznacznika gtownego zastepujemy wspotczynniki znajdujace sie
przy niewiadomej z, kolumng wyrazéw wolnych.

3 4
w=lr s

7 =3

Nastepnie mnozymy liczby umieszczone na przekatnych i odejmujemy odpowiednie

iloczyny.
3 4
x pu— == — —_ 2 == —
W, ‘7 _3‘ 9 — 28 37

Zapisujemy i obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

W drugiej kolumnie wyznacznika glownego zastepujemy wspotczynniki znajdujgce si¢
przy niewiadomej y, kolumng wyrazéw wolnych.

~2 3
I

5 7

Nastepnie mnozymy liczby umieszczone na przekatnych i odejmujemy odpowiednie
iloczyny.

-2 3
W, = =—-14-15=-29
=[5
Poniewaz wyznacznik gtowny jest rozny od zera, wiec mozemy wykorzysta¢ wzory

Cramera do wyznaczenia rozwigzania tego uktadu.

g Vo _ =317 _ 59
W T "14 T ‘14

W,  —29 1
V=W = "1z %14
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Przyktad 2

1,5z — 2y =2,5

—9z + 12y = —15 metoda wyznacznikow3.

Rozwigzemy uktad rownan {

Obliczamy wyznacznik gtowny.

1,5 —2

W=119 19

‘:18—1820

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

2,5 -2

Wo = ‘—15 12

‘=30—30=0

Obliczamy wyznacznik niewiadome;j y.

1,5 2,5

Wy=1_9 _15

‘:—22,5+22,5=0

W=0iW,=0iW,=0

A zatem jest to uktad rownan nieoznaczony.

zeR
Uktlad ten posiada nieskonczenie wiele rozwigzan postaci { 3 5 .
Yy=4%— 4

Przyktad 3

6x —4y =5

S — 2y — 4 metoda wyznacznikowa.

Rozwigz uktad rownan {

Obliczamy wyznacznik gtowny.

= —-124+12=0

6 —4
el

Obliczamy wyznacznik niewiadomej z.

=-104+16 =6

—4
weeli

4 -2
Obliczamy wyznacznik niewiadomej y.

6 5

Wy:‘3 4

‘:24—15:9

W =0i(W, # 0 oraz W, # 0)
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| A zatem ten uktad rownan jest sprzeczny i nie posiada rozwigzania.

Wygodnie jest korzysta¢ z metody wyznacznikowej, gdy w uktadzie rownan pojawiajg sie
parametry. Pozwala ona tatwo ustali¢ liczbe rozwigzan uktadu réwnan w zaleznosci od
wartosci parametrow.

Przyktad 4

mx+4y=m+1

Okreslimy, dla jakiego parametru m, uklad rownan { jest uktadem

T +my=m-+ 2
oznaczonym.

Obliczamy wyznacznik gtowny

4
m =m? —4

Wzlm

Aby uktad byt oznaczony, jego wyznacznik gtéwny musi by¢ liczbg r6zng od zera.
Wyznaczmy wiec takie wartosci parametru m, dla ktorych zachodzi taki warunek.
W#0em? 440 m#£-2Am#2

Mozemy wyznaczy¢ postac liczb bedacych jego rozwigzaniem.

Obliczmy wyznaczniki niewiadomych x oraz y.

1 4

x:m—l— =m’+m—-4m —-8=m?—-3m —8
m+2 m
1

W, = T 212 =—m24+2m-m—-1=m2+m—1

A nastepnie podajemy posta¢ niewiadomych x i y.

( W,
x = ng

S W,

v= 7

( m2—3m—8
= m2—4

) ~ m?iim-—1

\y o m2—4

A zatem ten uktad rownan jest oznaczony dlam € R \ {—2, 2} i posiada wtedy
rozwigzania postaci




m2—3m—8

= m2—4
) .
+m—1
y= T
Przyktad 5

Okreslimy liczbe rozwigzan uktadu rownan liniowych

{—233 +py=p
2pr —y=—p

w zalezno$ci od parametru p.
Wyznaczymy wyznacznik glowny oraz wyznaczniki niewiadomych W, i W,

W = =2 — 2p?
‘219 —1‘ P
Wx:‘p Plo pyp?
—p -1
W, = = 2p — 2p?
Y ‘217 —p

Obliczamy, dla jakich wartosci parametru p, wyznacznik gtowny jest rowny zero.
W=02-2"=0521+p)(l-p)=0=p=-1Vp=1
Obliczamy wartosci wyznacznikow W, i Wy, dla parametrow p € {—1, 1}.
Dla p = —1 otrzymujemy:

W,=-p+p’=1+1=2

W,=2p—2p*=-2-2=—4

A zatem dla p = —1 uklad jest sprzeczny.

Dla p = 1 otrzymujemy:

We=-p+p*=-1+1=0

W,=2p—2p*=2-2=0

Wiec dla p = 1 uklad jest nieoznaczony.

Dlap # —11ip # 1 uklad jest oznaczony. Wyznaczmy niewiadome z i y.

Korzystamy z poznanych wzoréw i doprowadzamy wyrazenia do najprostszej postaci.
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oo Wa _ —p+p® _—pl-p)  _—-p P
- — 2-2p2 T 2(1-p)(1+p) T 2(1+p) T 2+2p

W
W, 2p-2p*  2p(1-p)  p
Y= 7w = 2222 = 20-p)(1+p)  1+p

Podsumujmy nasze rozwazania.

—2z+py=p

Uklad rownan {
2py —y=—p

e dlap € R\ {1, 1} jestoznaczony i posiada wtedy doktadnie jedno rozwigzanie

postaci:
___pb
T=""2%p
g 1——1_1)

o dlap = —1 jest sprzeczny,
e dlap = 1 jest nieoznaczony.

Przyktad 6

Wyznacz, dla jakich parametrow k € R, rozwigzaniem uktadu réwnan

E—-1 3y=3
{Ek n 3;2 i 53 - 8jest para liczb rzeczywistych, ktorych suma jest niedodatnia.

Obliczamy wyznacznik gtowny W.

k-1 3

W:‘k+3 —5

‘:—5k—|—5—3k—9:—8k—4

Aby uktad posiadat jedno rozwigzanie, wyznacznik musi by¢ rézny od zera.
Ten uklad jest oznaczony dla —8k — 4 # 0, czyli k # — %

Obliczmy wyznaczniki niewiadomych x oraz y.

3 3

Wm:‘S _5‘:—15—24:—39
Wy:‘:;; 2‘:8k—8—3k—9:5k—17
Wtedy
v VIK/I - —§1324

W,  5k—17

Y="w = —8k—4
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Wyznaczmy sume liczb z i y.

—39 5k—17 _ —39+45k—17 _  5k—56 56—5k

TTY= "84 " 8k 4 8k 4 ~ 8k 4 8kid

Otrzymane wyrazenie bedzie przyjmowac¢ warto$ci niedodatnie dla k spetniajacego
warunki:

56—5k20u 5 — b5k <0
8k+4<0 8k+4>0

Wyznaczamy rozwigzanie pierwszego uktadu nieréwnosci.

56 — 5k >0
8k+4<0

5k > 56| : (—5)
8k < —4|:8

k<11,2
k< —0,5

Rozwigzaniem ukladu nieréwnosci sa liczby z przedziatu k € (—oo; — 0,5).

Wyznaczamy rozwigzanie drugiego uktadu nieréwnosci.

5 — b5k <0
8k+4>0

5k < —56|: (—5)
8k > —4]:8

k> 11,2
k>—0,5

Rozwigzaniem uktadu sg liczby z przedziatu k € (11,2; o00).

(k—1)z+3y=3.

A zatem suma liczb bedgcych rozwigzaniem uktadu réwnan { (k+3)o— 5y —8 jest

niedodatniadla k € (—oo; —0,5) U (11,2; o0).

Stownik
uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktad réwnan postaci
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a1z + by =c;
asx + by = ¢y
zbidr rozwigzan uktadu réwnan
zbior wszystkich par liczb spetniajacych dany uktad rownan

uktad réwnan oznaczony

uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwigzaniem jest doktadnie
jedna paraliczb

uktad réwnan nieoznaczony

uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktérego rozwigzaniem jest
nieskonczenie wiele par liczb

uktad réwnan sprzeczny
ukiad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie posiada rozwigzan
wyznacznik

a c¢

liczb taci
iczba postaci |,

‘:ad—bc



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Zapoznaj sie ze schematem interaktywnym przedstawiajacym zasade okreslania liczby
rozwigzan uktadu réwnan z wykorzystaniem metody wyznacznikowej. Wyznacz wedtug tej
instrukcji liczbe rozwigzan uktadoéw przedstawionych w Poleceniu 2.

Aby zobaczy¢ rozwigzanie, przesun ponizszy schemat myszka lub skorzystaj z przyciskéw ,—”
i,+"

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/Dkv4dpRPMM


https://zpe.gov.pl/a/Dkv4pRPMM

Polecenie 2

Zbadaj liczbe rozwigzan uktadéw réwnan. Jesli rozwigzaniem jest doktadnie jedna para liczb,
wyznacz ja.

{5z 10y =15
—2zx —4y==6"

by {52+ 15y= 10
2z —4y =6 '

o f150 10y =5
6r —4y=2

Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm przedstawiajacy zasade okreslania liczby
a1z +biy=c
rozwigzan uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi ! 1y !
a2x + b2y = c2

z wykorzystaniem metody wyznacznikowe;j.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Niech

W oznacza wyznacznik gtéwny uktadu réwnan,

W, - wyznacznik niewiadomej z,

W, - wyznacznik niewiadomej y.

Zaznacz wszystkie warunki, ktére musza by¢ jednoczesnie spetnione, aby taki uktad byt
nieoznaczony.

0O 0O 0O 0O 0o o
N
RN



Cwiczenie 2

Oblicz wyznaczniki uktadu rownan {

Uktad rownan jest
oznaczony.

Uktad réwnan jest
nieoznaczony.

Uktad réwnan jest
sprzeczny.

Cwiczenie 3

5 — 10y =17
—z+2y=4

i okresl prawdziwos¢ zdan.

Prawda Fatsz

O O
O O
O O

O

Oblicz wyznaczniki gtéwne podanych uktadéw réwnan i zaznacz wszystkie uktady oznaczone.

—152 + 10y = 20

D {20:17 — 15y =10

O

—2x —3y=4

O

Az +6y="1T

—2z + 15y = 10

O

{
{3x+5y:6
{

14x + 21y = —28

30z + 225y = 200



Cwiczenie 4

Oblicz wyznaczniki podanych uktadéw réwnan. Nastepnie przeciagnij uktad do wtasciwego

obszaru.

Uktady oznaczone

{\/§m+y_\/§
Voo — vy =

Uktady nieoznaczone

{—\/Eaz—kﬂy\/g
—\/§x+y=\/§

Uktady sprzeczne

(<1—\/§>x+y=\/§
—x+(\/§—|—1)y:1

7\

\

(<1—\/§>m+\/5y:3
<\—\/1_0$+ (1+\/§)y:

{\/6x+\/_y VT
3v2z — /3y = /6
f9 4\/5 :v+

\/‘ 2 Y
i a:+y—\/—+2




Cwiczenie 5

Dany jest uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi x i y oraz parametrem m
,,{,,mw tTy= _5””-
xT+my=2>5
Rozwigz uktad rownan metoda wyznacznikowg i przeciagnij w odpowiednie miejsca poprawne

elementy.

W =, W, =, W, =, Uktad posiada doktadnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy,
T =, y =, Ukfad posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy, Uktad nie
posiada rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy

Wartosci

s
[

W, =

W, =

Uktad posiada doktadnie
jedno rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy

Uktad posiada
nieskonczenie wiele
rozwigzan wtedy i tylko
wtedy, gdy

Uktad nie posiada
rozwigzania wtedy i tylko
wtedy, gdy




Cwiczenie 6

Dla jakich wartosci parametru k, rozwigzaniem uktadu rownan {

liczb ujemnych. Rozwiagz uktad i zaznacz prawidtowa odpowiedz.

1 1
O ke (—oo, 43) U (75, oo)

() ke (—oo, 3%) U (4%, oo)

1.1
O ke 43,72)

(
O e (33.43)
<
(

Cwiczenie 7

3£(:—i_5y:3_k'est ara
a:—2y:k—4J P

@

Rozwigz uktad rownan metoda wyznacznikowa i okresl liczbe jego rozwigzan w zaleznosci od

parametru a.

alz + ay = 3a®
dr+y=©6 '

Cwiczenie 8

@

Rozwigz uktad rownan metoda wyznacznikowg i okredl liczbe jego rozwigzan w zaleznosci od

parametréw piq.

(p—1)z+2qy =10
3px + 6(q+ 2)y = 30



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Okreslanie liczby rozwigzan ukladu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi,
korzystajac z metody wyznacznikowej

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca uktad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad rownowazny

 oblicza wartosci wyznacznikow stopnia drugiego

o rozwiazuje uktady réwnan liniowych z dwiema niewidomymi metodg wyznacznikowa

» rozpoznaje uklady rownan oznaczone, nieoznaczone i sprzeczne oraz ich interpretacije
geometryczng

 okresla liczbe rozwigzan ukladu rownan w zalezno$ci od danego parametru

e tworzy i wykorzystuje algorytmy rozwigzywania uktadow réwnan liniowych

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

» analiza przypadku
e konkurs zadaniowy

Formy pracy:

» praca catego zespotu klasowego
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg informacje dotyczace uktadow réwnan i ich rodzajow
w zaleznosci od liczby rozwigzan.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach metoda analizy przypadku. Analizuja przykiady zawarte
w czesci ,Przeczytaj” i ,Schemat interaktywny”.

2. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

3. Uczniowie wspolnie z nauczycielem omawiajg schemat interaktywny i konsultujg
wykonanie umieszczonego pod nim polecenia.

4. Uczniowie pracujg indywidualnie metodg konkursu zadaniowego. Rozwigzujg
¢wiczenia interaktywne. Rozwigzania zadan uczniowie zapisujg w zeszycie,
sprawdzajac w materiale ich poprawnos¢. Osoby, ktore rozwigza zadania bezbtednie,
otrzymujg oceny z aktywnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekcii.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktérych nie zdazyli wykona¢ na lekcji.



Materialy pomocnicze:

» Uklad rownan liniowych
» Rozwigzywanie ukladow rownan metoda wyznacznikowa w arkuszu kalkulacyjnym

Wskazowki metodyczne:

Schemat interaktywny moze by¢ wykorzystany przez uczniow do powtorzenia wiadomosci
z lekcji oraz utrwalenia jednej z metod okreslania liczby rozwigzan uktadu rownan
liniowych. Mozna wykorzysta¢ go, rozwiazujac zadania tekstowe na uktady rownan.


https://epodreczniki.pl/a/uklad-rownan-liniowych/D1Am8ZIdH
https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-ukladow-rownan-metoda-wyznacznikowa-w-arkuszu-kalkulacyjnym/DvZBglwJL

