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Strona 1
´ TAYLORA
REGULA DE L’HOSPITALA, WZOR
Zaczniemy od jeszcze jednej wersji twierdzenia o warto´sci ´sred-
niej, kt´
ora be֒dzie przydatna w dowodach gl´ownych twierdze´ n tego
rozdzialu.
Twierdzenie 24.1 (Cauchy’ego o warto´ sci ´sredniej)
Je´sli funkcje f i g sa֒ cia֒gle w ka˙zdym punkcie przedzialu domk-
nie֒tego [a, b] i maja֒ pochodne we wszystkich punktach przedzialu
otwartego (a, b) przy czym g ′ (x) 6= 0 , to istnieje co najmniej
f ′ (c) f (b)−f (a)
jeden taki punkt c ∈ [a, b] , z˙ e g ′ (c) = g(b)−g(a) .
Dow´ od. Poniewa˙z g ′ (x) 6= 0 dla ka˙zdego x , wie֒c na mocy
twierdzenia Rolle’a funkcja g jest r´oz˙ nowarto´sciowa na przedziale
[a, b] , w szczeg´olno´sci g(b) 6= g(a) . Rozpatrujemy pomocnicza֒
funkcje֒ h :

h(x) = f (x) − f (a) − fg(b)−g(a)
(b)−f (a)
g(x) − g(a) .
Mamy h(a) = 0 = h(b) . Funkcja h jest cia֒gla jako r´oz˙ nica
funkcji cia֒glych; w punktach wewne֒trznych przedzialu (a, b) jest
r´
oz˙ niczkowalna, jako r´oz˙ nica funkcji r´oz˙ niczkowalnych. Mo˙zemy
zastosowa´c do niej twierdzenie Rolle’a. Istnieje wie֒c taka liczba
f (b)−f (a) ′
c ∈ (a, b) , z˙ e 0 = h′ (c) = f ′ (c) − g(b)−g(a)
g (c) , zatem
f ′ (c) f (b)−f (a)
g ′ (c) = g(b)−g(a) .
Cze֒sto trzeba oblicza´c granice֒ ilorazu dwu funkcji da֒z˙ a֒cych
do 0 lub ∞ . Zdarza sie֒, z˙ e trzeba obliczy´c granice֒ iloczynu dwu
funkcji, z kt´orych jedna ma granice֒ 0, a druga — ∞ . Ten drugi
f g
przypadek mo˙zna sprowadzi´c do pierwszego: f g = 1/g = 1/f .
Bywa, z˙ e interesuje nas granica wyra˙zenia f g przy czym granica֒
f jest 1, a granica֒ g jest ∞ . Wz´or f g = eg·ln f pozwala prob-
lem zredukowa´c do obliczania granicy iloczynu, wie֒c w dalszym
cia֒gu do obliczania granicy ilorazu. Zdarzaja֒ sie֒ te˙z inne sytuacje,
w kt´ orych nie sa֒ spelnione zalo˙zenia dotychczas sformulowanych
twierdze´n o granicach. Podobnie jak w przypadku cia֒g´ow istnieje
twierdzenie, kt´ore w wielu sytuacjach ulatwia znalezienie granicy.
Jest to tzw. regula de l’Hospitala, francuskiego markiza, kt´ory
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po wysluchaniu wyklad´ow Jana Bernoulliego wydal drukiem no-
tatki z nich pod tytulem Analyse des infiniment petites 24.1 , co
spowodowalo protesty rzeczywistego autora tekstu, ale wtedy nie
istnialo jeszcze poje֒cie praw autorskich. Twierdzenie, kt´ore znaj-
duje sie֒ ni˙zej, pochodzi z tej wla´snie ksia֒z˙ ki i — wedlug historyk´ow
matematyki — powinno mie´c inna֒ nazwe֒.
Twierdzenie 24.2 (regula de l’Hospitala)
Zal´
oz˙ my, z˙ e funkcje f, g: (a, b) −→ R sa֒ r´oz˙ niczkowalne w ka˙zdym
punkcie przedzialu (a, b) oraz z˙ e g(x) 6= 0 6= g ′ (x) dla ka˙zdego
f ′ (x)
x ∈ (a, b) . Je´sli istnieje granica lim = G ∈ [−∞, +∞]
x→a g (x)
′
i spelniony jest jeden z dw´och warunk´ow:
1◦ lim f (x) = 0 = lim g(x) , 2◦ lim |g(x)| = +∞ ,
x→a x→a x→a
f (x) f (x)
to iloraz g(x) ma granice֒ przy x → a oraz G = lim .
x→a g(x)
Dow´ od. Udowodnimy najpierw twierdzenie przy bardzo moc-
nych zalo˙zeniach. Chodzi nam o to, by wyja´sni´c jego sens. Dow´od
w przypadku og´olnym podamy potem. Zalo˙zymy mianowicie, z˙ e
a > −∞ , z˙ e zachodzi warunek 1◦ oraz z˙ e istnieja֒ sko´ nczone
granice lim f ′ (x) i lim g ′ (x) , przy czym ta druga jest r´oz˙ na
x→a x→a
od 0. W tej sytuacji mo˙zna dookre´sli´c funkcje f, g w punkcie a
przyjmuja֒c f (a) = 0 = g(a) . Z twierdzenia Lagrange’a o warto´sci
´sredniej zastosowanego do funkcji f rozpatrywanej na przedziale
f (x)−f (a)
[a, x] wynika, z˙ e x−a = f ′ (cx ) dla pewnego cx ∈ (a, x) .
f (x)−f (a)
Sta֒d wynika natychmiast, z˙ e lim x−a = lim f ′ (x) . Wy-
x→a x→a
kazali´smy wie֒c, z˙ e w tym przypadku funkcje֒ f mo˙zna potrak-
towa´c jako okre´slona֒ w punkcie a i wtedy f ′ (a) = lim f ′ (x) .
x→a
To samo dotyczy oczywi´scie funkcji g . Oczywi´scie w obu przy-
padkach mamy na my´sli r´oz˙ niczkowalno´s´c prawostronna֒. Niech
f (a+h)−f (a)−f ′ (a)h
r(h) = h dla h 6= 0 oraz r(0) = 0 . Oczywi´scie
g(a+h)−g(a)−g ′ (a)h
lim r(h) = 0 . Analogicznie niech ρ(h) = h
.
h→0
24.1
Analiza niesko´ nczenie malych. Trzeba jednak powiedzie´
c, z˙ e tylko nielicz-
ni potraﬁa֒ zanotowa´
c zrozumiale wyklad.
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Wtedy lim ρ(h) = 0 . Sta֒d mo˙zemy wywnioskowa´c, z˙ e
h→0
f (x) f (x)−0 f (x)−f (a) f ′ (a)(x−a)+(x−a)r(x−a)
g(x) = g(x)−0 = g(x)−g(a) = g ′ (a)(x−a)+(x−a)ρ(x−a) =
f ′ (a)+r(x−a) f ′ (a)
= −−−→
g ′ (a)+ρ(x−a) x→a g ′ (a) .
Ostatnie przej´scie graniczne jest wykonalne, bo zalo˙zyli´smy na
razie, z˙ e g ′ (a) 6= 0 .
W dowodzie tym wykorzystali´smy w istotny spos´ob zalo˙zenia
f (a) = g(a) = 0 . Oczywi´scie bez tych zalo˙ze´ n teza mo˙ze by´c
w konkretnej sytuacji prawdziwa jedynie przypadkiem — pochod-
ne decyduja֒ o wielko´sci funkcji w otoczeniu punktu, w kt´orym war-
to´scia֒ funkcji jest 0, je´sli f (a) 6= 0 , to ,,w pierwszym przybli˙zeniu”
f (x) ≈ f (a) !
A teraz dow´ od wla´ sciwego twierdzenia. Niech m, M
be֒da֒ dwiema liczbami rzeczywistymi, takimi z˙ e m < G < M .
Je´sli G = −∞ , to oczywi´scie nie rozpatrujemy m , je´sli G = +∞ ,
to nie rozpatrujemy M . Niech m, e Mf beda takimi liczbami, dla
֒ ֒
f < M . Poniewa˙z f ′ (x)
kt´
orych m < m
e < G < M lim g ′ (x) = G,
x→a+
f ′ (x) f dla x ∈
wie֒c istnieje liczba c ∈ (a, b) , taka z˙ e m
e < g ′ (x) <M
(a, c) . Z twierdzenia Cauchy’ego o warto´sci ´sredniej wynika, z˙ e
je˙zeli a < x < y < c , to
me < fg(y)−g(x)
(y)−f (x) f.
<M (H)
Zal´
oz˙ my najpierw, z˙ e lim f (x) = 0 = lim g(x) . Z tych dwu
x→a x→a
r´
owno´sci i z twierdzenia o granicy ilorazu funkcji wynika, z˙ e
m<m e 6 lim f (y)−f (x) = f (y) 6 M
f<M.
x→a g(y)−g(x) g(y)
Sta֒d i z deﬁnicji granicy od razu wynika, z˙ e lim fg(y)
(y)
= G.
y→a
Teraz zakladamy, z˙ e lim |g(x)| = +∞ . Ustalmy y ∈ (a, c) .
x→a
Istnieje taka liczba c1 ∈ (a, y) ⊂ (a, c) , z˙ e je´sli a < x < c1 , to
f (x) f (y)
g(y) g(y) f (y)−f (x) g(x)
− g(x)
g(x)
< 1 , zatem 1 − g(x)
> 0 . Mamy g(y)−g(x)
= g(y) .
1− g(x)
Nier´ owno´sci mo˙zna mno˙zy´c przez liczby dodatnie, wie֒c nier´ow-
no´s´c (H) jest r´ownowa˙zna naste֒puja֒cej
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e 1 − g(x) + g(x) < g(x) < M 1 − g(x) + fg(x)
m g(y) f (y) f (x) f g(y) (y)
.
 
Mamy lim me 1− g(x) + fg(x)
g(y) (y)
=m e , bo lim |g(x)| = +∞ i y jest
x→a x→a
ustalone. Wynika sta֒d, z˙ e istnieje taka liczba c2 ∈ (a, c1 ) , z˙ e je´sli
 
e 1 − g(x) + fg(x)
x ∈ (a, c2 ) , to m < m g(y) (y)
< fg(x)
(x)
. Po ewentualnym
zmniejszeniu c2 otrzymujemy nier´owno´s´c podw´ojna֒:
   
g(y) f (y) f (x) f g(y) f (y)
m<m e 1 − g(x) + g(x) < g(x) < M 1 − g(x) + g(x) <M,
f (x) f (x)
a z niej wynika, z˙ e m < g(x)
< M , wie֒c lim = G . Dow´od
x→a g(x)
zostal zako´
nczony.
Uwaga 24.3
f (x)
Twierdzenie pozostaje prawdziwe dla granicy lim po kosme-
x→b g(x)
tycznych zmianach w zalo˙zeniach i tezie. Sta֒d wynika, z˙ e mo˙zna
je te˙z stosowa´c w przypadku granic dwustronnych.
Uwaga 24.4
Istnieje ´scisla analogia mie֒dzy regula֒ de l’Hospitala i twierdze-
niem Stolza. Te rozwa˙zania nie be֒da֒ ´scisle, bo m´owi´c tu be֒dziemy
raczej o intuicjach. Cia֒g mo˙zna traktowa´c jako funkcje֒ okre´slona֒
na zbiorze wszystkich liczb naturalnych. Wtedy b = +∞ . Ni-
estety dziedzina nie jest w tym przypadku przedzialem, wie֒c nie
mo˙zna m´owi´c o pochodnej. Mo˙zna jednak spojrze´c na zagadnie-
nie nieco inaczej. Pochodna byla nam potrzebna do oszacowa-
nia r´
oz˙ nicy f (x) − f (a) , przy czym interesowala nas minimalna
mo˙zliwa zmiana argumentu. Pisali´smy przy odpowiednich zalo-
f (x)−f (a) f ′ (a)
z˙ eniach, z˙ e g(x)−g(a) ≈ g ′ (a) . W przypadku cia֒gu minimalna
mo˙zliwa zmiana argumentu to 1. Wobec tego zamiast ilorazu
f ′ (x)
pochodnych g ′ (x)
, kt´ory przybli˙za interesuja֒cy nas iloraz r´oz˙ ni-
f (x+h)−f (x)
f (x+h)−f (x) an+1 −an
cowy h
g(x+h)−g(x) = g(x+h)−g(x) rozpatrujemy iloraz bn+1 −bn .
h
W twierdzeniu Stolza zakladali´smy, z˙ e cia֒g (bn ) jest ´sci´sle mono-
toniczny. W regule de l’Hospitala te˙z wyste֒puje to zalo˙zenie,
zakladamy mianowicie, z˙ e pochodna funkcji g nie przyjmuje war-
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to´sci 0 24.2 , z czego wynika, z˙ e jest ona albo dodatnia, albo ujem-
na, a to pocia֒ga za soba֒ ´scisla֒ monotoniczno´s´c funkcji g .
xa
Przyklad 24.1 lim x = 0 . Mo˙zemy pr´obowa´c zastosowa´c
x→∞ e
regule֒ de l’Hospitala, bo mianownik ma granice֒ niesko´ nczona֒ i je-
go pochodna, ex , jest r´oz˙ na od 0 wsze֒dzie. Nie jest wa˙zne jaka jest
granica licznika, a nawet czy licznik ma granice֒. Iloraz pochodnych
a−1
to axex , wie֒c jest to wyra˙zenie tego samego typu co wyj´sciowe.
Istotne jest pojawienie sie֒ w wykladniku a − 1 w miejscu a . Je´sli
a 6 1 , to licznik jest ograniczony z g´ory na p´olprostej [1, +∞) ,
a mianownik da֒z˙ y do +∞ , wie֒c iloraz da֒z˙ y do 0.
Niech k oznacza dowolna֒ liczbe֒ naturalna֒. Zal´oz˙ my, z˙ e twier-
dzenie jest prawdziwe dla wszystkich wykladnik´ow a 6 k . Niech
α
α 6 k + 1 . Wyka˙zemy, z˙ e lim xex = 0 . Zastosujemy regule֒
x→∞
 ′
de l’Hospitala. Poniewa˙z xα = αxα−1 i α − 1 6 k + 1 − 1 = k ,
xα−1
wie֒c — na mocy zalo˙zenia indukcyjnego — lim x = 0.
x→∞ e
xα
Sta֒d i z twierdzenia de l’Hospitala wynika, z˙ e lim x = 0,
x→∞ e
co ko´
nczy dow´od.
Uwaga 24.5
Oczywi´scie wynik z ostatniego przykladu mo˙zna otrzyma´c sto-
suja֒c jedynie elementarne metody: wykladnik a mo˙zna zasta֒pi´c
liczba֒ naturalna֒ m wie֒ksza֒ od a , potem skorzysta´c z nier´owno´sci
n
ex > 1 + nx prawdziwej dla ka˙zdej liczby naturalnej n i ka˙zdej
liczby x > 0 , naste֒pnie skorzysta´c z tego, z˙ e granica֒ ilorazu wielo-
mianu stopnia m przez wielomian stopnia n > m przy x → ∞
jest liczba 0. Pokazali´smy tu po prostu jak mo˙zna wykorzysta´c
twierdzenie de l’Hospitala, ta metoda pozwala na obliczanie granic
w wielu sytuacjach, w kt´orych metody elementarne bywaja֒ trudne
w u˙zyciu, bo wymagaja֒ dobrego pomyslu!
Przyklad 24.2 lim lnax = 0 dla ka˙zdego a > 0 — te֒
x→+∞ x
24.2
bo ma wlasno´ s´
c Darboux (przyjmowania warto´
sci po´
srednich), niezalez˙ nie od
tego, czy jest cia֒gla.
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r´
owno´s´c ju˙z poznali´smy, ale poka˙zemy jak mo˙zna ja֒ uzyska´c za
pomoca֒ reguly de l’Hospitala. Poniewa˙z mianownik jest funkcja֒
´sci´sle rosna֒ca֒ o granicy +∞ , wie֒c obliczymy granice֒ ilorazu po-
1/x 1
chodnych: lim axa−1 = lim ax a = 0 . Wobec tego istnieje te˙z
x→+∞ x→+∞
granica ilorazu funkcji i r´ownie˙z jest r´owna 0.
Jest jasne, z˙ e funkcje֒ xa mo˙zna w ostatnim przykladzie za-
sta֒pi´c dowolnym wielomianem dodatniego stopnia.
Przyklad 24.3 lim xx = 1 . Mamy bowiem: xx = ex ln x .
x→0+
Funkcja wykladnicza jest cia֒gla, wie֒c wystarczy udowodni´c, z˙ e
lim x ln x = 0 . Mamy
x→0+
1 ln y
lim x ln x = lim ln y1 = − lim =0
x→0+ x→+∞ y y→+∞ y
— ostatnia r´owno´s´c wynika z wyniku uzyskanego w poprzednim
przykladzie dla a = 1 , przedostatnia — z tego, z˙ e ln y1 = − ln y .
tg x−x
Przyklad 24.4 lim x3 . Mamy lim tg x−x = 0 = lim x3 ,
x→0 x→0 x→0
wie֒c mo˙zna zastosowa´c regule֒ de l’Hospitala. Zachodzi r´owno´s´c
1
(tg x)′ = 2
cos2 x = 1 + tg x . Mamy
′
1+tg2 x−1

tg x 2
lim (tg(xx−x)
3 )′ = lim 3x2 = 1
lim
3 x→0 x = 1
3 .
x→0 x→0
tg x−x 1
Sta֒d i z twierdzenia de l’Hospitala wynika, z˙ e lim x3 = 3 .
x→0
Przyklad 24.5 Znale´z´c taki wielomian w: R → R , je´sli istnieje,

z˙ e lim x−4 sin x − w(x) = 0 . Jest rzecza֒ oczywista֒, z˙ e je´sli
x→0
taki wielomian istnieje, to istnieje r´ownie˙z wielomian stopnia nie
xk
wie֒kszego ni˙z 4 spelniaja֒cy ten warunek (bo lim 4 = 0 dla
x→0 x
k > 4 ). Zal´oz˙ my, z˙ e w(x) = w0 + w1 x + w2 x2 + w3 x3 + w4 x4 .

Mamy −w0 = lim sin x − w(x) = lim sin x−w(x) x4 · x4 = 0 . Je´sli
x→0 x→0
w istnieje, to w0 = 0 . Wobec tego
sin x−w(x) sin x−(w1 x+w2 x2 +w3 x3 +w4 x4 )
0 = lim x4 · x3 = lim x = 1 − w1 ,
x→0 x→0
wie֒c w1 = 1 . Kontynuuja֒c otrzymujemy (teraz stosujemy regule֒
de l’Hospitala dwa razy)
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sin x−(x+w2 x2 +w3 x3 +w4 x4 ) sin x−x
0 = lim x4 · x2 = lim x2 − w2 =
x→0 x→0
= lim cos2x x−1
− w2 = lim − sin
2
x
− w2 = w2 .
x→0 x→0
Powtarzamy to rozumowanie stosuja֒c regule֒ de l’Hospitala
dwa razy i otrzymujemy
sin x−(x+w3 x3 +w4 x4 )
0 = lim x 4 · x = lim sinxx−x3 − w3 =
x→0 x→0
= lim cos3xx−1
2 − w3 = lim − 6x sin x
− w3 = − 16 − w3 .
x→0 x→0
1
Sta֒d mamy w3 = − 6 . Powt´ orzymy rozumowanie jeszcze raz.
sin x−(x− 16 x3 +w4 x4 ) sin x−x+ 16 x3
0 = lim x 4 = lim x3
− w4 =
x→0 x→0
cos x−1+ 21 x2 − sin x+x
= lim 3x2 − w4 = lim 6x − w4 =
x→0 x→0
− cos x+1
= lim 6 − w4 = −w4 .
x→0
Udowodnili´smy, z˙ e wielomian x − 16 x3 spelnia z˙ a֒dany waru-
nek. Oczywi´scie spelnia go te˙z wielomian x − 16 x3 + 1410x1683
i wiele innych. W´sr´od nich jedynym wielomianem, kt´orego stopie´
n
jest mniejszy (ostro) ni˙z 5 jest wielomian x − 16 x3 .
W ostatnich przykladach stosowali´smy regule֒ de l’Hospitala
nie sprawdzaja֒c zawczasu tego, czy iloraz pochodnych ma granice֒.
Okazywalo sie֒ w ko´ncu, z˙ e ma i dopiero wtedy cala procedura byla
uzasadniona, wcze´sniej nie byly sprawdzone zalo˙zenia twierdzenia,
wie֒c z formalnego punktu nie wolno bylo go jeszcze stosowa´c.
Mogloby okaza´c sie֒, z˙ e granica nie istnieje i wtedy nie byliby´smy
w stanie nic wywnioskowa´c, o czym ´swiadczy poni˙zszy przyklad.
1
sin
Przyklad 24.6 Znajdziemy granice֒ lim x sin x1 = lim 1
x
.
x→0 x→0 x
Stosujemy regule֒ de l’Hospitala, bo lim 1 = ∞ . Mamy wie֒c
x→0 |x|
1 1 −1
sin cos x · x2
lim 1
x
= lim −1 = lim cos x1 , a ta granica nie istnieje,
x→0 x x→0 x2 x→0
1
wystarczy przyja֒´c xn = nπ , by sie֒ o tym przekona´c. Wobec
tego regula de l’Hospitala nie pomogla nam w rozwia֒zaniu tego
problemu.
Strona 8
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1
Strona 11
Oczywi´scie x sin x 6 |x| , zatem lim x sin x1 = 0 .
x→0
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√
x(ln(cos x+x4 · 1+x2 ))
Przyklad 24.7 Obliczymy granice֒ lim tg x−sin x .
x→0
Jasne jest, z˙ e zar´owno licznik jak i mianownik maja֒ granice֒ 0 .
Jednak pochodne wypisanych funkcji nie wygla֒daja֒ zbyt przyja´z-
nie. Postaramy sie֒ upro´sci´c problem zaste֒puja֒c niekt´ore funkcje
wielomianami. Zaczniemy od mianownika. Znajdziemy taka֒ licz-
tg x−sin x
be֒ naturalna֒ k , z˙ e granica lim xk
be֒dzie sko´
nczona i r´oz˙ na
x→0
od 0 . Stosujemy regule֒ de l’Hospitala:
tg x−sin x 1+tg2 x−cos x 2 tg x(1+tg2 x)+sin x
lim xk
= lim kxk−1
= lim k(k−1)xk−2
.
x→0 x→0 x→0
Je´sli k 6 2 , to ta granica jest r´owna 0 , je´sli k > 4 , to granica
prawostronna jest r´owna ∞ . Wobec tego k = 3 i wtedy
tg x−sin x 2 tg x(1+tg2 x)+sin x 2·1 1 1
lim x3 = lim 3(3−1)x3−2 = 3·2 + 3·2 = 2 .
x→0 x→0
sin x tg x
Skorzystali´smy ,,po drodze” z r´owno´sci lim = 1 = lim .
x→0 x x→0 x
Mo˙zemy wie֒c oblicza´c granice֒ korzystaja֒c z r´owno´sci
√ √
x(ln(cos x+x4 · 1+x2 )) x(ln(cos x+x4 · 1+x2 )) x3
lim tg x−sin x = lim x3 · tg x−sin x =
x→0 x→0
√ √
x(ln(cos x+x4 · 1+x2 )) ln(cos x+x4 · 1+x2 )
= 2 lim x3
= 2 lim x2
.
x→0 x→0
Mamy lim ln(1+h)
h = 1 , wie֒c obliczymy granice֒
h→0
√
−1+cos x+x4 · 1+x2
lim x2 = lim −1+cosx2
x
= lim − 2xsin x
= − 12 .
x→0 x→0 x→0
4
√
2
Wynika sta֒d, z˙ e lim x(ln(costgx+x
x−sin
· 1+x ))
x = 2 · (− 12 ) = −1 .
x→0
W kilku przypadkach obliczali´smy pochodna֒ pochodnej. To
oczywi´scie zdarza sie֒ cze֒sto, gdy trzeba ustali´c jakie wlasno´sci ma
funkcja. Przyjmuje sie֒ naste֒puja֒ce okre´slenie.
Deﬁnicja 24.6 (pochodnej wy˙zszego rze֒du)
Niech f be֒dzie funkcja֒ okre´slona֒ na zbiorze zawieraja֒cym prze-
dzial otwarty I zawieraja֒cy punkt p . Niech f (0) (x) = f (x) dla
ka˙zdego x z dziedziny funkcji f . Zal´oz˙ my, z˙ e funkcja f ma po-
chodna֒ (n − 1) –ego rze֒du f (n−1) w ka˙zdym punkcie przedzialu I.
′
Je´sli funkcja f (n−1) ma w punkcie p pochodna֒ f (n−1) (p) , to te֒
pochodna֒ nazywamy pochodna֒ n–tego rze֒du funkcji f w punkcie
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p i oznaczamy przez f (n) (p) . Je´sli pochodna n –tego rze֒du jest
nczona, to m´owimy, z˙ e funkcja f jest n –krotnie r´oz˙ niczkowal-
sko´
na w tym punkcie.
Jest jasne, z˙ e f ′ = f (1) . Zamiast pisa´c f (2) piszemy na
ol f ′′ . Niekt´orzy matematycy zamiast f (3) pisza֒ f ′′′ .
og´
Przyklad 24.8 Niech f (x) = ax + b . Wtedy dla ka˙zdego
x mamy f ′ (x) = a , wie֒c f ′′ (x) = 0 dla ka˙zdej liczby rzeczy-
wistej x . Wobec tego r´ownie˙z f (3) (x) = 0 , a sta֒d wynika, z˙ e
ownie˙z f (n) (x) = 0 dla ka˙zdej liczby naturalnej n > 1 i ka˙zdej
r´
liczby rzeczywistej x .
Przyklad 24.9 Niech f (x) = ax2 + bx + c . Wtedy f ′ (x) =
=2ax + b , wie֒c f ′′ (x) = 2a , zatem dla ka˙zdej liczby naturalnej
n > 2 i ka˙zdego x ∈ R zachodzi r´owno´s´c f (n) (x) = 0.
Przyklad 24.10 Niech f be֒dzie wielomianem stopnia m , tzn.
istnieja֒ takie liczby rzeczywiste a0 , a1 , . . . , am , przy czym
am 6= 0 , z˙ e dla ka˙zdej liczby x ∈ R zachodzi r´owno´s´c f (x) =
=a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + am xm . Wtedy f (m) (x) = m!am dla
ka˙zdego x ∈ R oraz f (n) (x) = 0 dla ka˙zdej liczby naturalnej
n > m i ka˙zdej liczby rzeczywistej x .
Twierdzenie to wykazali´smy ju˙z w przypadku m = 1, 2 . Zal´oz˙ my,
z˙ e twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich wielomian´ow stopnia
mniejszego ni˙z m . Wynika sta֒d, z˙ e dla wszystkich liczb rzeczy-
wistych x zachodzi r´owno´s´c f ′ (x) = a1 + 2a2 + · · · + mam xm−1 x .
Poniewa˙z f ′ jest wielomianem stopnia m−1 , wie֒c (f ′ )(m−1) (x) =
=(m − 1)! · mam = m!am dla ka˙zdej liczby rzeczywistej x . Ponie-
wa˙z (f ′ )(m−1) = f (m) , wie֒c dla ka˙zdej liczby rzeczywistej x mamy
f (m) (x) = m!am . Sta֒d oczywi´scie wynika, z˙ e je´sli n > m jest
liczba֒ naturalna֒, to f (n) (x) = 0 dla ka˙zdego x ∈ R .
Przyklad 24.11 Niech f (x) = ex . Zachodzi wtedy r´owno´s´c
f (1) (x) = f ′ (x) = ex . Wobec tego dla ka˙zdej liczby naturalnej n
i ka˙zdej rzeczywistej x zachodzi r´owno´s´c f (n) (x) = ex .
Przyklad 24.12 Niech f (x) = sin x . Zachodzi wtedy r´owno´s´c
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f (1) (x) = f ′ (x) = cos x . Zatem f (2) (x) = f ′′ (x) = − sin x =
= − f (x) . Sta֒d wynika, z˙ e f (3) (x) = −f ′ (x) = − cos x oraz
f (4) (x) = −f ′′ (x) = sin x . Jasne jest, z˙ e od tego momentu be֒da֒
sie֒ kolejno pojawia´c, cos x , − sin x , − cos x i zn´ow sin x itd.
Mo˙zna wie֒c napisa´c f (2n) (x) = (−1)n sin x oraz f (2n+1) (x) =
=(−1)n cos x dla dowolnego n ∈ {0, 1, 2, . . .} i x ∈ R .
Przyklad 24.12 Tak jak w poprzednim przykladzie wykazuje-
(2n) (2n+1)
my, z˙ e (cos x) = (−1)n cos x i (cos x) = (−1)n+1 sin x .
Przyklad 24.13 Niech f (x) = ln x . Mamy wie֒c naste֒puja֒ca֒
owno´s´c f (1) (x) = f ′ (x) = x1 = x−1 . Wobec tego f (2) (x) =
r´
′
=f ′′ (x) = x−1 = (−1)x−1−1 = −x−2 . Naste֒pnie f (3) (x) =
′
= −x−2 = 2x−3 . Sta֒d f (4) (x) = 2(−3)x−4 = −3!x−4 . Ana-
logicznie f (5) (x) = 4!x−5 itd. Og´olnie mo˙zemy napisa´c
(n)
f (n) (x) = (ln(x)) = (−1)n−1 (n − 1)!x−n
dla ka˙zdej liczby calkowitej n > 1 i ka˙zdej liczby x ∈ R . .
Przyklad 24.14 Obliczymy kilka pochodnych funkcji tangens.
′ ′′
Mamy (tg x) = 1+tg2 x . Wobec tego zachodzi r´owno´s´c (tg x) =
′
= 1 + tg2 x = 2 tg x(1 + tg2 x) = 2(tg x + tg3 x) — skorzystali´s-
my z wzoru na pochodna֒ funkcji zlo˙zonej. Sta֒d
(3)
(tg x) = 2(1 + 3 tg2 x)(1 + tg2 x) = 2(1 + 4 tg2 x + 3 tg4 x) ,
a sta֒d otrzymujemy r´owno´s´c
(4)
(tg x) = 2(8 tg x + 12 tg3 x)(1 + tg2 x) =
= 8(2 tg x + 5 tg3 x + 3 tg5 x) .
Te obliczenia mo˙zna kontynuowa´c, jednak w tym przypadku nie da
sie֒ napisa´c r´ownie prosto jak w poprzednich przypadkach og´olnego
wzoru na n –ta֒ pochodna funkcji. Mo˙zna jednak zauwa˙zy´c, z˙ e
dla ka˙zdej liczby naturalnej n istnieje taki wielomian wn zmien-
nej t stopnia n + 1 , o nieujemnych wsp´olczynnikach, podzielny
przez wielomian 1 + t2 , z˙ e (tg x)(n) = wn (tg x) . Wielomian wn
jest funkcja֒ parzysta֒, gdy n jest liczba֒ nieparzysta֒, a funkcja֒
nieparzysta֒, gdy n jest liczba֒ parzysta֒.
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Przyklad 24.15 Znajdziemy teraz wz´or na n –ta֒ pochodna֒
x 3
2
funkcji x2 +5x+6 =− x+2
x+3. Wystarczy znale´z´c n –ta֒ pochodna֒
 ′
1 1
funkcji postaci x+c . Mamy x+c = −(x + c)−2 . Wobec tego
 ′′
1
x+c
= −(−2)(x + c)−2−1 = 2(x + c)−3 . Naste֒pnie otrzymu-
 (3)
1
jemy x+c = −6(x + c)−4 = −6!(x + c)−4 . Bez z˙ adnych
trudno´sci piszemy wz´or og´olny na n –ta֒ pochodna֒ tej funkcji:
 (n)
1
x+c
= (−1)n n!(x + c)−n−1 . Sta֒d wynika ju˙z od razu, z˙ e
 (n) 
x n −n−1 −n−1
2
x +5x+6 = (−1) n! 3(x + 3) − 2(x + 2) . Wypa-
da jednak zaznaczy´c, z˙ e bez rozlo˙zenia na czynniki mianownika
nasze szanse na sukces bylyby mniejsze.
Przyklad 24.16 Wykazali´smy poprzednio, z˙ e je´sli funkcja jest
r´oz˙ niczkowalna na pewnym przedziale i jej pochodna jest na tym
przedziale r´owna 0, to funkcja ta jest stala. Zal´oz˙ my teraz, z˙ e
f ′′ (x) = 0 dla wszystkich x ∈ (a, b) dla pewnych a, b ∈ R .
Wtedy na mocy poprzednio wykazanego stwierdzenia funkcja f ′
jest stala na przedziale (a, b) . Niech f ′ (x) = A dla wszyst-
kich x ∈ (a, b) . Niech g(x) = f (x) − Ax . Zachodzi oczywista
r´owno´s´c g ′ (x) = 0 dla ka˙zdej liczby x ∈ (a, b) . Wobec tego g jest
funkcja֒ stala֒. Oznaczaja֒c jej jedyna֒ warto´s´c przez B otrzymu-
jemy r´ owno´s´c B = g(x) = f (x) − Ax . Sta֒d od razu wynika, z˙ e
f (x) = Ax + B dla ka˙zdej liczby x ∈ (a, b) . Wykazali´smy wie֒c,
z˙ e je´sli druga pochodna jest to˙zsamo´sciowo r´owna 0, to funkcja
jest wielomianem stopnia nie wie֒kszego ni˙z 1. Podobnie mo˙zna
wykaza´c, z˙ e je´sli trzecia pochodna jest to˙zsamo´sciowo r´owna 0 na
pewnym przedziale, to funkcja jest na tym przedziale wielomianem
stopnia nie wie֒kszego ni˙z 2. Je´sli bowiem f (3) (x) = 0 dla ka˙zdego
x ∈ (a, b) , to na mocy poprzedniego stwierdzenia funkcja f ′ jest
′
wielomianem postaci Ax + B . Zgadujemy, z˙ e 12 Ax2 + Bx =
′
=Ax + B . Sta֒d wynika, z˙ e f (x) − 12 Ax2 − Bx = 0 dla wszyst-
kich x ∈ (a, b) . Wobec tego funkcja f (x) − 12 Ax2 − Bx jest stala,
co ko´
nczy dow´od tego, z˙ e f jest wielomianem, kt´orego stopie´ n
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jest mniejszy ni˙z 3. Jest calkowicie jasne, z˙ e kontynuuja֒c to rozu-
mowanie wyka˙zemy, z˙ e je´sli n –ta pochodna pewnej funkcji jest
r´
owna 0 w ka˙zdym punkcie pewnego przedzialu, to funkcja ta na
tym przedziale jest wielomianem, kt´orego stopie´ n jest mniejszy
ni˙z n .
Przyklad 24.17 Zal´oz˙ my, z˙ e f jest funkcja֒ r´oz˙ niczkowalna֒
na pewnym przedziale oraz z˙ e dla pewnej liczby rzeczywistej k
r´owno´s´c f ′ (x) = kf (x) zachodzi dla wszystkich x . Wyka˙zemy,
z˙ e w tej sytuacji istnieje stala C ∈ R , taka z˙ e dla ka˙zdej liczby
rzeczywistej x zachodzi r´owno´s´c f (x) = Cekx . W celu uzyskania
f (x)
tej r´owno´sci starczy wykaza´c, z˙ e iloraz kx jest funkcja stala֒,
e
czyli z˙ e pochodna tego ilorazu jest wsze֒dzie r´owna 0. Mamy
 ′
f (x) f ′ (x)ekx − kekx f (x) f ′ (x) − kf (x)
= = =0
ekx e2kx ekx
— ostatnia r´owno´s´c wynika z zalo˙zenia o funkcji f . Wykazali´smy
wie֒c, z˙ e iloraz jest funkcja֒ stala֒. Te֒ stala֒ oznaczamy przez C .
Jasne jest, z˙ e f (x) = Cekx .
Przyklad 24.18 Rozwa˙zymy nieco bardziej skomplikowana֒ za-
le˙zno´s´c ni˙z w poprzednim przykladzie. Mianowicie zalo˙zymy, z˙ e f
jest funkcja֒ dwukrotnie r´oz˙ niczkowalna֒ w ka˙zdym punkcie prostej
24.3
oraz z˙ e dla ka˙zdej liczby rzeczywistej x zachodzi r´owno´s´c
f (x) = f (x) . Bez trudu stwierdzamy, z˙ e funkcje g1 (x) = ex
′′
oraz g2 (x) = e−x spelniaja֒ to r´ownanie. Maja֒c dwie, mo˙zna ich
znale´z´c niesko´
nczenie wiele. Je´sli c1 i c2 sa֒ dowolnymi liczbami
rzeczywistymi, to funkcja c1 g1 (x) + c2 g2 (x) = c1 ex + c2 e−x te˙z
spelnia to r´ownanie. Funkcja u(x) = f (x) − c1 g1 (x) − c2 g2 (x)
r´
ownie˙z spelnia to r´ownanie. Liczby c1 i c2 mo˙zna dobra´c w ta-
ki spos´ob, z˙ e u(0) = 0 = u′ (0) — wystarczy rozwia֒za´c uklad
r´
owna´ n: f (0) = c1 + c2 , f ′ (0) = c1 − c2 traktuja֒c c1 i c2
jako niewiadome, a f (0) i f ′ (0) jako dane liczby. Otrzymujemy
c1 = = 12 (f (0) + f ′ (0)) oraz c2 = 12 (f (0) − f ′ (0)) . Szukamy wie֒c
takiej dwukrotnie r´oz˙ niczkowalnej funkcji u , z˙ e dla ka˙zdego x za-
24.3
Nie jest istotne, z˙ e dziedzina֒ jest prosta, mo˙ze by´
c dowolny przedzial.
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chodza֒ wzory u′′ (x) = u(x) i u′ (0) = 0 = u(0) . Wyka˙zemy, z˙ e u
to funkcja zerowa. Niech v(x) = u′ (x) − u(x) . Funkcja v jest r´oz˙ -
niczkowalna, v ′ (x) + v(x) = u′′ (x) − u′ (x) + u′ (x) − u(x) = 0 dla
ka˙zdej liczby x i v(0) = 0 . Istnieje wie֒c takie C , z˙ e v(x) = Ce−x
dla ka˙zdego x – twierdzenie z poprzedniego przykladu dla k = −1.
W tej sytuacji 0 = v(0) = Ce−0 = C , zatem v(x) = 0 dla ka˙zdej
liczby x . Wynika sta֒d, z˙ e u′ (x) = u(x) dla ka˙zdej liczby x , wie֒c
istnieje taka liczba C˜ , z˙ e u(x) = Ce
˜ x dla ka˙zdego x — zn´ow sto-
sujemy rezultat z poprzedniego przykladu, tym razem dla k = 1 .
˜ 0 = C˜ , wiec u(x) = 0 dla ka˙zdego x ,
Poniewa˙z 0 = u(0) = Ce ֒
zatem f (x) = c1 g1 (x) + c2 g2 (x) .
Przyklad 24.19 Wykazali´smy w poprzednich przykladach, z˙ e
ora´s z r´owno´sci f (n) (x) = 0 , f ′ (x) = kf (x) , f ′′ (x) =
je´sli kt´
=f (x) jest spelniona w ka˙zdym punkcie pewnego przedzialu, to
funkcje֒ f mo˙zna opisa´c prostym wzorem. Om´owimy jeszcze je-
den przyklad tego typu. Zalo˙zymy, z˙ e dla wszystkich punkt´ow
pewnego przedzialu I spelniony jest wz´or f ′′ (x) = −f (x) . 24.4
Wyka˙zemy, z˙ e w tej sytuacji istnieja֒ liczby a, b ∈ R , takie z˙ e
dla ka˙zdej liczby x ∈ I zachodzi r´owno´s´c f (x) = a cos x + b sin x .
Niech p oznacza dowolny punkt przedzialu I . Jasne jest, z˙ e w ka˙z-
dym punkcie x ∈ I zachodzi r´owno´s´c
′′
(a cos x + b sin x) = − (a cos x + b sin x) ,
tzn. funkcja postaci a cos x + b sin x spelnia rozpatrywane r´ow-
nanie. Wybierzemy liczby a i b tak, by mialy miejsce r´owno´sci
f (p) = a cos p + b sin p oraz f ′ (p) = −a sin p + b cos p , czyli
a = f (p) cos p − f ′ (p) sin p oraz b = f (p) sin p + f ′ (p) cos p .
Niech u(x) = f (x) − a cos x − b sin x . Mamy u′′ (x) = −u(x)
dla ka˙zdej liczby x ∈ I oraz z˙ e u(p) = 0 = u′ (p) . Sta֒d wynika,
′
z˙ e (u′ (x))2 + (u(x))2 = 2 (u′′ (x)u′ (x) + u′ (x)u(x)) = 0 . Wobec
tego funkcja (u′ (x))2 + (u(x))2 jest stala na przedziale I , zatem
(u′ (x))2 + (u(x))2 = (u′ (p))2 + (u(p))2 = 0 dla ka˙zdego x ∈ R .
24.4
Taka zalez˙ no´ c, a dokladniej f ′′ =− gl f pojawia sie֒ przy analizowaniu ruchu
s´
wahadla matematycznego o dlugo´ sci l przy zalo˙zeniu, z˙ e amplituda jest tak
mala, z˙ e przybli˙zenie f ≈sin f jest dostatecznie dokladne, g to przyspieszenie
ziemskie.
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Suma kwadrat´ow liczb rzeczywistych jest r´owna 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy obie te liczby sa֒ zerami. Wobec tego dla ka˙zdego x ∈ R
zachodzi r´owno´s´c u(x) = 0 , a zatem f (x) = a cos x + b sin x dla
ka˙zdego x ∈ R . Okazalo sie֒, z˙ e r´ownie˙z w tym przypadku mo˙zna
latwo opisa´c wszystkie funkcje spelniaja֒ce r´ownanie f ′′ = −f .
Tego typu r´ownania nazywane sa֒ r´ownaniami r´oz˙ niczkowymi
zwyczajnymi. Istnieje obszerna teoria r´owna´ n r´oz˙ niczkowych zwy-
czajnych. Nie mamy tu mo˙zliwo´sci omawiania jej. Jest ona sto-
sowana r´ownie˙z w wielu dziedzinach poza matematyka֒, przede
wszystkim w ﬁzyce, w chemii, w technice, r´ownie˙z w ekonomii.
Znajdowanie pochodnych wy˙zszego rze֒du polega na oblicza-
niu pochodnych rze֒du pierwszego, wie֒c wla´sciwie ju˙z sie֒ z tym za-
poznali´smy. Je´sli chodzi o wzory og´olne, to oczywistym — w za-
sadzie niewartym wspomnienia — jest wz´or na n –ta֒ pochodna֒
sumy dwu funkcji r´oz˙ niczkowalnych n –krotnie:
(f + g)(n) (x) = f (n) (x) + g (n) (x) .
Leibniz zauwa˙zyl, z˙ e je´sli funkcje f i g sa֒ n –krotnie r´oz˙ nicz-
kowalne, to zachodzi r´owno´s´c przypominaja֒ca wz´or dwumianowy
Newtona:
Xn  
(n) n (n−j)
(f · g) (x) = f (x)g (j) (x) (Lz)
j=0
j
Prosty dow´od tego wzoru wykorzystuja֒cy wz´or na pochodna֒ ilo-
  
owno´s´c nj + j+1
czynu dwu funkcji i znana֒ r´ n
= n+1
j+1
, dzie֒ki
kt´
orej wsp´olczynniki dwumianowe mo˙zna oblicza´c za pomoca֒ tr´oj-
ka֒ta Pascala, pozostawiamy Czytelnikom w charakterze ´cwiczenia.
Wzory na n –ta֒ pochodna֒ zlo˙zenia i funkcji odwrotnej sa֒ na tyle
skomplikowane, z˙ e wla´sciwie w og´ole nieprzydatne, zreszta֒ trudno
je znale´z´c w literaturze.
Przejdziemy teraz do sformulowania jednego z najwa˙zniej-
szych wzor´ow analizy matematycznej, tzw. wzoru Taylora. Pierw-
sza֒ pochodna֒ funkcji wprowadzili´smy po to, by m´oc przybli˙zy´c
funkcje֒ w pobli˙zu interesuja֒cego nas punktu wielomianem stopnia
pierwszego. Drugie pochodne i pochodne wy˙zszych rze֒d´ow po-
jawily sie֒ w kilku miejscach w zwia֒zku z bardziej szczeg´olowym
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badaniem funkcji . Okazuje sie֒, z˙ e deﬁnicje֒ pochodnej, zwia֒zana֒
z przybli˙zaniem funkcji wielomianem stopnia pierwszego lub ze-
rowego, mo˙zna uog´olni´c. Tym zajmiemy sie֒ teraz. Efektem be֒dzie
zapowiadany wz´or Taylora.
Poprzednio bla֒d przybli˙zenia mial by´c maly w por´ownaniu
z pierwsza֒ pote֒ga֒ zmiany argumentu. Teraz za˙za֒damy, by byl
maly w por´ownaniu z wy˙zszymi pote֒gami h . Zmusi nas do u˙zycia
wielomian´ow stopnia wy˙zszego ni˙z 1 .
Je´sli 0 < |h| < 1 , to |h| > h2 > |h|3 > h4 > . . . . Jasne jest
te˙z, z˙ e je´sli h jest bardzo blisko 0, to h2 jest znacznie bli˙zej zera
2
ni˙z h , h3 znacznie bli˙zej ni˙z h2 itd. Jest tak, bo lim hh = 0
h→0
m
h
i og´
olnie, je´sli m > n , to lim n = 0 . Mo˙zna my´sle´c o tym tak:
h→0 h
je˙zeli h jest bardzo male i m > n , to liczba hm = hm−n · hn
stanowi znikoma֒ cze֒´s´c liczby hn , oczywi´scie obie sa֒ wtedy bardzo
male, ale jedna jest istotnie mniejsza ni˙z druga.
Wobec tego, z naszego punktu widzenia, r´oz˙ nica mie֒dzy dwie-
ma funkcjami f i g be֒dzie mala, je´sli be֒dzie da֒z˙ y´c do 0 po podzie-
leniu przez hn , gdzie oznacza liczbe֒ naturalna֒. Naste֒puja֒cy lemat
podaje warunek konieczny i dostateczny na to, by jedna funkcja
byla bliska drugiej w tym sensie.
Lemat 24.7 (o funkcjach ´ sci´
sle przylegaja֒cych)
Je´sli funkcje f i g sa֒ n –krotnie r´oz˙ niczkowalne w punkcie 0, to
f (x)−g(x)
lim xn = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy pochodne funkcji f i g
x→0
w punkcie 0 sa֒ r´owne do n –tego rze֒du wla֒cznie: f (j) (0) = g (j) (0)
dla j ∈ {0, 1, . . . , n} .
f (x)−g(x)
Dow´
od. Zal´oz˙ my, z˙ e lim xn = 0 . Oznaczamy r(x) =
x→0
=f (x) − g(x) . Udowodnimy, z˙ e r(0) = r′ (0) = . . . = r(n) (0) = 0 .
r(x) r(x)
Je´sli z˙ e 0 6 j 6 n , to lim j = lim n · lim xn−j = 0 , bo
x→0 x x→0 x x→0
pierwsza granica jest r´owna 0, a druga 0 lub 1 w zale˙zno´sci od
tego, czy j < n czy te˙z j = n . Mamy lim r(x) = 0 . Sta֒d
x→0
i z tego, z˙ e funkcja r jest cia֒gla w punkcie 0, jako r´oz˙ niczkowalna,
411
Strona 20
Regula de l’Hospitala, wz´or Taylora
r(x) r(x)−r(0)
wynika, z˙ e r(0) = 0 . Mamy 0 = lim = lim = r′ (0) .
x→0 x x→0 x
Wobec tego r′ (0) = 0 .
Teraz wyka˙zemy, z˙ e r′′ (0) = 0 (zakladaja֒c, z˙ e n > 2 ). Sto-
sujemy teraz regule֒ de l’Hospitala:
r(x) r′ (x) 1 r′ (x) − r′ (0) 1 ′′
0 = lim = lim = lim = r (0) .
x→0 x2 x→0 2x 2 x→0 x 2
Trzecia pochodna te˙z r´owna jest 0:
r(x) r ′ (x) r ′′ (x) r ′′ (x)−r ′′ (0) r (3) (0)
0 = lim 3 = lim 2 = lim = lim = .
x→0 x x→0 3x x→0 6x x→0 6x 6
1 (n)
Powtarzamy procedure֒ a˙z do uzyskania r´owno´sci n! r (0) = 0.
Wyka˙zemy teraz, z˙ e je´sli r(0) = r′ (0) = . . . = r(n) (0) = 0 , to
r(x)
lim = 0 . Stosujemy regule֒ de l’Hospitala:
x→0 xn
r(x) r′ (x) r(n−1) (x)
lim = lim = . . . = lim .
x→0 xn x→0 nxn−1 x→0 n(n − 1) . . . 2x
r(n−1) (x) r(n−1) (x) − r(n−1) (0)
Mamy lim = lim = r(n) (0) = 0,
x→0 x x→0 x
co ko´
nczy dow´od lematu.
Wniosek 24.8 (z dowodu)
Je´sli funkcja r jest n –krotnie r´oz˙ niczkowalna w punkcie 0 oraz
r(x) r (n) (0)
r(0) = r′ (0) = r′′ (0) = r(n−1) (0) = 0 , to lim n = .
x→0 x n!
Z lematu o funkcjach ´sci´sle przylegaja֒cych wynika, z˙ e je´sli
chcemy przybli˙zy´c funkcje֒ w otoczeniu punktu p wielomianem
w tak, by bla֒d przybli˙zenia byl maly w por´ownaniu z hn , to
pochodne tego wielomianu w punkcie 0, do n –tego rze֒du wla֒cznie,
musza֒ by´c r´owne odpowiednim pochodnym funkcji f w punkcie
p : f (j) (p) = w(j) (0) . Je˙zeli w(x) = a0 +a1 x+a2 x2 +· · ·+an xn dla
ka˙zdego x ∈ R , to w(j) (0) = j! aj dla j = 0, 1, 2, . . . , n . Wynika
f (j) (p)
sta֒d, z˙ e powinno by´c aj = j! . To motywuje wprowadzenie
naste֒puja֒cego okre´slenia.
Deﬁnicja 24.9 (wielomianu Taylora i reszty)
Zal´
oz˙ my, z˙ e funkcja f ma w punkcie p pochodna֒ n –tego rze֒du.
n –tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p nazywamy
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wielomian
′ f ′′ (p) 2 f (3) (p) 3 f (n) (p) n
Tp,n,f (h) = f (p)+f (p)h+ h + h +· · ·+ h
2! 3! n!
zmiennej h. n –ta֒ reszta֒ nazywamy r´oz˙ nice֒
rn (h) = f (p + h) − Tp,n,f (h) =
 ′′ (n)

= f (p + h) − f (p) + f ′ (p)h + f 2!(p) h2 + · · · + f n!(p) hn .
Oczywi´scie wielomian Taylora okre´slony jest dla wszystkich
liczb h , natomiast reszta tylko dla takich h , dla kt´orych punkt
p + h znajduje sie֒ w dziedzinie funkcji f . Jasne jest te˙z, z˙ e
po to, by m´oc m´owi´c o pochodnej f (n) (p) trzeba zalo˙zy´c istnie-
nie pochodnej f (n−1) oraz wszystkich pochodnych ni˙zszego rze֒du
w pewnym otoczeniu punktu p . Zachodzi naste֒puja֒ce
Twierdzenie 24.10 (G.Peano)
Je´sli f jest funkcja֒ n –krotnie r´oz˙ niczkowalna֒ w punkcie p , to
rn (h)
zachodzi r´owno´s´c lim n = 0.
h→0 h
′′ (n)
R´owno´s´c f (p+h) = f (p)+f ′ (p)h+ f 2!(p) h2 +· · ·+ f n!(p) hn +rn (h)
nazywana bywa wzorem Taylora z reszta֒ Peano, je´sli dodamy in-
formacje֒ zawarta֒ w twierdzeniu Peano.
Twierdzenie Peano wynika natychmiast z lematu o funkcjach ´sci´sle
przylegaja֒cych.
R´ownie˙z z tego lematu wynika, z˙ e innego wyboru nie ma,
je´sli chcemy mie´c tak dokladne przybli˙zenie i nie chcemy zwie֒ksza´c
stopnia wielomianu ponad niezbe֒dne minimum.
Twierdzenie 24.11 (o jednoznaczno´sci wielomianu Taylora)
Je´sli funkcja f jest n razy r´oz˙ niczkowalna w punkcie p , w jest
wielomianem stopnia nie wie֒kszego ni˙z n , tzn. istnieja֒ takie liczby
a0 , a1 ,. . . , an , z˙ e dla ka˙zdej liczby rzeczywistej x zachodza֒ wzory
f (p+h)−w(p)
w(x) = a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + an xn i lim hn
= 0 , to dla
h→0
(j)
ka˙zdego j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} zachodzi wz´or f (p) = j!aj , wie֒c
w jest wielomianem Taylora funkcji f w punkcie p .
Nadmieni´c wypada, z˙ e Taylor byl wsp´olczesny Newtonowi,
wz´
or Taylora znaleziony zostal od razu. Idea przybli˙zania doklad-
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niejszego ni˙z liniowe byla obecna w omawianej teorii od samego
pocza֒tku! R´ownie˙z wsp´olczesny Newtonowi byl Szkot o nazwisku
Maclaurin, kt´orego nazwiskiem opatrywany jest wz´or Taylora dla
p = 0 . Zaznaczmy jeszcze, z˙ e z wzorem Taylora zwia֒zane jest sze-
∞
X f (n) (p) n
reg Taylora funkcji: n! h . Szereg ten mo˙ze mie´c dodatni
n=0
promie´ n zbie˙zno´sci lub zerowy. Chca֒c o nim m´owi´c trzeba zalo˙zy´c,
z˙ e funkcja ma w punkcie p pochodne wszystkich rze֒d´ow. Nawet
wtedy mo˙ze mie´c on zerowy promie´ n zbie˙zno´sci lub mie´c sume֒
r´oz˙ na֒ od f (p + h) . Gdy p = 0 m´owimy o szeregu Maclaurina.
Czytelnik poznal ju˙z rozwinie֒cia w szereg Maclaurina
X∞
x xn
funkcji wykladniczej o podstawie e : e = n! ,
n=0
∞
X 2n+1
x
funkcji sinus: sin x = (−1)n (2n+1)! ,
n=0
X∞
2n
x
funkcji kosinus: cos x = (−1)n (2n)! ,
n=0
∞
X 2n+1
funkcji arkus tangens: arctg x = (−1)n x2n+1 ,
n=0
oraz rozwinie֒cie w szereg Taylora:
∞
X n
funkcji ln wok´ol punktu p = 1 : ln(1 + x) = (−1)n−1 xn ,
n=1
funkcji pote֒gowej o wykladniku a ∈ R wok´ol punktu p = 1 :
X ∞
a
 n
(1 + x)a = n x .
n=0
Przyklad 24.20 Rozwiniemy wok´ol punktu x = 2 funkcje֒
x x 3 2 3 2
x2 +5x+6 . Mamy x2 +5x+6 = x+3 − x+2 = (x−2)+5 − (x−2)+4 =
∞
X
3 2 3

x−2 n
= 5[(x−2)/5+1] − 2[(x−2)/4+1] = 5 (−1)n 5 −
n=0
∞
X X∞
2

x−2 n 3 2

− 4 (−1)n 4 = (−1)n 5n+1 − 4n+1 (x − 2)n .
n=0 n=0
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Wobec tego n –ty wielomian Taylora w punkcie 2 rozwijanej funk-
1 3

cji jest r´owny 10 − 25 − 18 )(x−2)+· · ·+(−1)n 5n+1
3 2
− 4n+1 (x−2)n .
Bez sztuczek algebraicznych, od kt´orych zacze֒li´smy rozwijanie
tej funkcji w szereg, otrzymanie kr´otkich wzor´ow na wsp´olczynniki
wielomianu Taylora byloby trudniejsze.
Uwaga 24.12
∞
X
2
Je´sli f (x) = a0 + a1 x + a2 x + · · · = an xn dla x ∈ (−r, r) ,
n=0
r > 0 , to n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie 0
jest a0 + a1 x + · · · + an xn . Dla dowodu wystarczy przekona´c sie֒,
∞
X
1 n+1 n+2
 1
z˙ e lim xn an+1 x + an+2 x + · · · = lim xn aj xj = 0 .
x→0 x→0
j=n+1
X∞
1
Wynika to jednak latwo z r´
owno´sci: lim xn aj xj =
x→0
j=n+1
∞
X ∞
X ∞
X
lim aj xj−n = lim aj+n xj = aj+n 0j = 0 .
x→0 x→0
j=n+1 j=1 j=1
Przedostatnia r´owno´s´c wynika np. z jednostajnej zbie˙zno´sci sze-
regu na jakimkolwiek przedziale postaci [−c, c] dla c ∈ (0, r) .
Przyklad 24.21 Przedstawimy funkcje֒ arcsin x w postaci su-
my szeregu Maclaurina. Je´sli |x| < 1 , to
∞
X
′ 1 2 −1/2 −1/2

arcsin x = √1−x2 = (1 − x ) = n (−x2 )n = 1 +
n=0
∞
X ∞
X
1 1 3 2n−1 2 n 1·3·...·(2n−1)
+ n! (− 2 )(− 2 )·. . . ·(− 2 )(−x ) = 1+ n!·2n x2n =
n=1 n=1
∞
X  ∞
X ′
1·3·...·(2n−1) 2n 1·3·...·(2n−1) 2n+1
=1 + 2·4·...·(2n)
x = x+ 2·4·...·(2n)·(2n+1)
x , za-
n=1 n=1
 ∞
X 
1·3·...·(2n−1) 2n+1
tem funkcja arcsin x − x + 2·4·...·(2n)·(2n+1)
x jest stala
n=1
∞
X
−1/2

na przedziale (−1, 1) , na kt´orym szereg n (−x2 )n jest
n=0
zbie˙zny. Warto´s´c tej funkcji w punkcie 0 jest r´owna 0 . Sta֒d
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∞
X 1·3·...·(2n−1)
wniosek: arcsin x = x + 2·4·...·(2n)·(2n+1)
x2n+1 dla x ∈ (−1, 1) .
n=1
2
Wyja´snimy jeszcze kwestie֒ x = ±1 . Zauwa˙zmy, z˙ e 1 − 12 <
  2   
1 2
< 1 − 12 1 − 13 , 1 − 14 < 1 − 14 1 − 15 , . . . , 1 − 2n <
1
 1

< 1 − 2n 1 − 2n+1 . Wobec tego
q   
1·3·...·(2n−1) 1 1 2 1 2 1 2
2·4·...·(2n)·(2n+1) = 2n+1 1 − 2 1 − 4 · . . . · 1 − 2n <
q      
1
< 2n+1 1− 12 1− 13 1− 14 1− 15 · . . . · 1 − 2n 1 1
1 − 2n+1 =
q
1 1 1
= 2n+1 2n+1 = (2n+1) 3/2 . Wynika sta֒d, z˙ e dla x = 1 szereg
∞
X 1·3·...·(2n−1)
x+ 2·4·...·(2n)·(2n+1) x
2n+1
jest zbie˙zny 24.5 , co wie֒cej z kry-
n=1
terium Weierstrassa wynika, z˙ e szereg ten jest zbie˙zny jednostaj-
nie na przedziale [−1, 1] , zatem jego suma jest funkcja֒ cia֒gla֒ na
tym przedziale. Poniewa˙z ta suma i funkcja arcsin x sa֒ r´owne
w przedziale (−1, 1) i cia֒gle w punkcie x = −1 i w punkcie
x = 1 , wie֒c sa֒ te˙z r´owne w punktach ±1 . Dodajmy jeszcze, z˙ e
∞
X 1·3·...·(2n−1)
je´sli |x| > 1 , to szereg x+ 2·4·...·(2n)·(2n+1)
x2n+1 jest rozbie˙zny,
n=1
o czym Czytelnik mo˙ze przekona´c sie֒ np. stosuja֒c kryterium ilo-
razowe d’Alemberta. Sta֒d wynika, z˙ e (2n + 1) –szy wielomian
Taylora funkcji arcsin x jest r´owny
1 3 1·3 5 1·3·...·(2n−1)
x+ 2·3
x + 2·4·5
x + ··· + 2·4·...·(2n)·(2n+1)
x2n+1 .
2
Przyklad 24.22 Niech f (0) = 0 i f (x) = e−1/x dla x 6= 0 .
2  2
Je´sli x 6= 0 , to f ′ (x) = 2x−3 e−1/x , f ′′ (x) = −x−4 +4x−6 e−1/x
i og´olnie dla ka˙zdej liczby naturalnej n > 1 istnieje taki wielomian
 2
wn stopnia 3n , z˙ e f (n) (x) = wn x1 e−1/x dla ka˙zdego x 6= 0 .
Dowodzimy tego przez indukcje֒ wzgle֒dem n . Dla n = 1 teze֒ ju˙z
 2
sprawdzili´smy. Je´sli f (n) (x) = wn x1 e−1/x , to
  2
f (n+1) (x) = − x−2 wn′ x1 + 2x−3 wn x1 e−1/x ,
24.5
Mo˙zna tez˙ poslu˙zy´
c sie֒ kryterium Raabe’go, je´
sli kto´
s je pamie֒ta.
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