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Wprowadzenie
˙
W˛ezły w codziennym zyciu, poza osobami zajmujacymi
˛ sie˛ naukami s´ cisłymi,
˙
dostrzegane sa˛ u: zeglarzy, alpinistów, rybaków, chirurgów, magików, dekorato-
rów czy wreszcie przy powszechnych czynno´sciach jak zabezpieczanie pakun-
ków, zawiazywanie
˛ krawata lub sznurówek czy rozsupływanie lampek choinko-
˙
wych lub kabli słuchawek. W dziedzinach s´ cisłych w˛ezły sa˛ waznym elementem
w naukach, takich jak chemia, biologia czy fizyka, gdzie modele w˛ezłów sa˛ uzy- ˙
wane do opisu skomplikowanych struktur molekularnych i chemicznych.
W˛ezły sa˛ równiez˙ waznym
˙ elementem sztuki w Azji Wschodniej, zwłaszcza
˙
w Chinach i Japonii. W Japonii w˛ezły sa˛ uzywane w dekoracji, sztuce walki
i ceremonii herbacianej. Jednym z najbardziej znanych w˛ezłów japonskich
´ jest
˙
w˛ezeł Mizuhiki, który jest stosowany jako dekoracja w róznych ceremoniach,
takich jak wesela, urodziny i s´ wieta.
˛
Matematyczna teoria w˛ezłów to gała´ ˛z topologii, która powstała z inspiracji
˙
powyzszymi w˛ezłami. Topologia za´s, mówiac˛ bardzo skrótowo, bada własno-
s´ ci geometrycznych obiektów, które zachowane sa˛ przy jego nieznacznym prze-
kształcaniu jak gdyby były wykonane z elastycznego materiału (czyli przy tzw.
ciagłych
˛ deformacjach i ciagłych
˛ deformacjach odwrotnych). W˛ezły sa˛ jednym z
nielicznych działów topologii, w której sformułowania problemów daja˛ sie˛ wy-
tłumaczy´c osobom spoza matematyki. Rozwiazania ˛ ich, z drugiej strony, czesto
˛
˙
korzystaja˛ z zaawansowanej wiedzy na styku róznych dziedzin matematyki.
Według znanego matematyka E.C. Zeemana, podstawowe trzy problemy w to-
pologii sa˛ nastepuj
˛ ace:
˛ kiedy dane dwie przestrzenie sa˛ homeomorficzne? (czyli
tzw. problem klasyfikacji topologicznej) kiedy dana przestrzen´ zanurza sie˛ w in-
na˛ przestrzen?
´ (czyli tzw. problem zanurzenia lub osadzenia jednej przestrzeni
w innej) kiedy dane dwa zanurzenia sa˛ w niej izotopijne? (czyli tzw. problem
klasyfikacji w˛ezłów i splotów) Na temat ostatniego z tych pytan´ wiadomo, ze ˙
dowolne dwie sfery gładko zanurzone w przestrzen´ euklidesowa˛ wymiaru co
najmniej o trzy wiekszego
˛ lub o jeden wiekszego,
˛ sa˛ w niej (topologicznie) izo-
˙
topijne. W przypadku gdy róznica wymiarów jest równa dwa, kompletna klasy-
fikacja nie jest ani znana ani oczekiwana.
5
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W˛ezłem (matematycznie juz˙ ujmujac) ˛ nazywamy kowymiaru dwa zanurzenie
zamknietej
˛ rozmaito´sci, zwykle rozumie sie˛ przez to zanurzenie sfery w sfere˛
˙
(lub równowaznie, w przestrzen´ Euklidesowa˛ tego samego wymiaru). Tematyka
tego opracowania to teoria klasycznych w˛ezłów (czyli zanurzen´ S1 w R3 ) oraz
zaw˛e´zlonych powierzchni (tj. rozmaito´sci dwuwymiarowych) połozonych˙ w R4 .
Ta ostatnia jest co najmniej tak samo bogata jak teoria klasyczna, biorac ˛ cho´cby
pod uwage˛ fakt, iz˙ geometryczny s´ lad okrecenia
˛ supła ma grupe˛ podstawowa˛
dopełnienia izomorficzna˛ z grupa˛ podstawowa˛ dopełnienia w˛ezła z którego po-
wstał. Ta konstrukcja dokonana została w artykule E. Artina z 1925 roku, uwa-
˙
zanym za najwcze´sniejsza˛ publikacje˛ na temat zaw˛e´zlonych powierzchni.
Badanie wyzej ˙ wymiarowych w˛ezłów jest niezwykle trudne i wymaga nie tyl-
ko wyobra´zni, ale takze ˙ wyrafinowanych metod algebraicznych. Ludzie normal-
nie postrzegaja˛ fizyczna˛ rzeczywisto´sc´ jako 4-wymiarowa, ˛ czyli 3-wymiarowa˛
przestrzen: ´ góra-dół, tył-przód i z boku na bok plus jedno-wymiarowy czas:
przeszło´sc´ -przyszło´sc´ . Podstawowymi dwiema metodami na pokonanie trudno-
s´ ci jest: wykonanie rzutowania prostopadłego z 4-wymiarowej przestrzeni do
3-wymiarowej przestrzeni i badanie zbioru uzyskanych w tym procesie samo-
przecie´ ˛ c, jak równiez˙ badanie połozenia
˙ ˙
nizej-wymiarowych poprzecznych, rów-
noległych cie´ ˛ c badanej powierzchni. Niezmiennikiem bedzie
˛ co´s, co zachowane
bedzie
˛ przy rzutowaniach lub cieciach
˛ ˙
wszelkich równowaznych w˛ezłów lub
splotów powierzchniowych. Jednak sam zbiór punktów osobliwych, przy rzu-
towaniu w połozeniu ˙ ogólnym lub na poprzecznych cieciach,
˛ moze˙ wyglada´
˛ c
róznie˙ z matematycznego punktu widzenia, przy dokonywaniu ciagłych ˛ prze-
kształcen´ powierzchni przed dokonaniem rzutowania czy ciecia. ˛
Warto przypomnie´c legende˛ Platona o jaskini w której wie´ ˛ zniowie widza˛ jedy-
nie cienie na s´ cianie naprzeciw. Dla nich wszystko co realne to te dwuwymiaro-
we cienie obiektów, posługujac ˛ sie˛ dalej analogia˛ wnioskujemy, ze ˙ nasza postrze-
˙
gana trójwymiarowa rzeczywisto´sc´ moze by´c jedynie projekcja˛ bardziej złozonej ˙
czterowymiarowej rzeczywisto´sci. U´swiadomienie sobie, ze ˙ grawitacja jest zwia-˛
zana z krzywizna˛ przestrzeni sugeruje, ze ˙ by´c moze˙ inne siły natury moga˛ by´c
zwiazane
˛ z krzywizna˛ w innych, nieobserwowalnych wymiarach. Idea dodat-
kowych wymiarów przestrzennych wywodzi sie˛ z teorii piecio-wymiarowych
˛
wektorów Nordstöma z 1914 r., a nastepnie ˛ z teorii Kaluzy-Kleina w 1921 r.,
w celu ujednolicenia ogólnej teorii wzgledno´ ˛ sci i elektromagnetyzmu w piecio- ˛
wymiarowej czasoprzestrzeni (4 wymiary na przestrzen´ i 1 na czas).
˙ podzielona jest na dwie (zblizone
Niniejsza ksia˛zka ˙ objeto´
˛ sciowo) cze´
˛ sci: W˛e-
zły i sploty w wymiarze 3 czyli przypadek nazywany klasycznym; W˛ezły i sploty
w wymiarze 4 czyli inaczej zwane powierzchniowymi. Wiele z tematów oczy-
wi´scie nie zostało tu omówionych, natomiast zaprezentowana tematyka przesu-
nieta
˛ jest naturalnie w strone˛ bardziej odpowiadajacej
˛ zainteresowaniom autora.
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Rozdział 1
Wst˛ep
1.1 Rys historyczny
Ludzko´sc´ rysowała diagramy w˛ezłów od tysiecy
˛ lat. Rozmaite przykłady sztu-
ki w˛ezłowej mozna˙ ˙
znale´zc´ we wszystkich starozytnych cywilizacjach. Jednym
z najstarszych przykładów w˛ezłów w sztuce i religii jest odbicie cylindrycznej
pieczeci
˛ (ok. 2600–2500 p.n.e.) z Ur w Mezopotamii, gdzie przedstawiony jest
˛ sie˛ wa˛z˙ połykajacy
wijacy ˛ swój ogon. Ekspedycja archeologiczna w Lernie w
Grecji (pod przewodnictwem J.L. Caskeya) odkryła pieczecie ˛ zawierajace
˛ w˛ezły
i sploty z ok. 2200 p.n.e. Podobnie, piecze´
˛ c z Anatolii (ok. 1700 p.n.e) zawiera
˙
splot. W˛ezły były równiez przedstawiane na rzymskich mozaikach.
Istniał równiez˙ uzywany
˙ przez Inków kipu, czyli sposób zapisu z wykorzy-
staniem sznurka, na którym róznym ˙ rodzajom w˛ezłów oraz ich kombinacjom
przypisuje sie˛ odrebne
˛ znaczenia. Niektóre z najwcze´sniejszych dowodów za-
w˛e´zlania w Chinach sa˛ zachowane na naczyniach z brazu ˛ z Okresu Walczacych
˛
Królestw (481–221 p.n.e). W Chinach, w˛ezły były równiez˙ czesto˛ ˙
uzywane jako
symbole szcze´ ˙ jako dekoracje na ubraniach i bi-
˛ scia i długowieczno´sci, a takze
˙zuterii. Celtowie szeroko wykorzystywali obrazki z w˛ezłów tworzone do celów
dekoracyjnych i religijnych.
W swoim eseju na temat w˛ezłów ortopedycznych grecki lekarz Heraklas (I
w.n.e.) opisał i wyja´snił, podajac
˛ instrukcje krok po kroku, osiemna´scie sposo-
bów wiazania
˛ zawiesi ortopedycznych. Oprócz Heraklasa, który opisał wiele
˙
w˛ezłów ortopedycznych, inny słynny lekarz z czasów starozytnych, Galen, rów-
niez˙ pisał na temat w˛ezłów medycznych. W˛ezły ortopedyczne były uzywane
˙ do
utrzymywania złamanych ko´sci w miejscu lub do stabilizacji innych urazów.
Kombinatoryka, teoria grafów i teoria w˛ezłów maja˛ swe wspólne korzenie
w ideach formułowanych przez G.W. Leibniza (1646–1716) jako ars combinatoria i
8
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˙
geometria situs (czyli geometrii połozenia, w której nie bierze sie˛ pod uwage˛ wiel-
ko´sci). Pierwszy przekonywajacy ˛ przykład geometrii situs został zaproponowany
przez H. Kühna (1690–1769), gdanskiego
´ matematyka urodzonego w Królewcu,
w li´scie z 1735 roku do L. Eulera (1707–1783). Euler rozwiazał ˛ i uogólnił pro-
blem mostów królewieckich a jego praca (opublikowana w 1736 r.) uwazana ˙ jest
za narodziny teorii grafów i topologii.
Pierwsza˛ praca˛ wspominajac ˛ a˛ w˛ezły w matematycznym kontek´scie, jest pra-
ca A.T. Vandermonde’a (1735–1796) z 1771 roku, który konkretnie umiejscawia
warkocze i w˛ezły jako przedmiot geometrii połozenia. ˙ C.F. Gauss (1777–1855)
interesował sie˛ w˛ezłami co najmniej od 1794 r. W notatkach Gaussa napotyka-
my wiele rysunków w˛ezłów z kodem Gaussa (jak to teraz nazywamy), ponadto
mamy zdefiniowany przez niego indeks zaczepienia z 1833 roku, zdefiniowany
przy pomocy pewnej całki podwójnej i uzyty ˙ przy badaniach nad elektrodyna-
mika.˛ Gauss niczego jednak o w˛ezłach nie opublikował; pozostawił to swojemu
studentowi J.B. Listingowi (1808—1882), który w 1847 roku opublikował mono-
˙ mierze po´swiecon
grafie˛ w duzej ˛ a˛ w˛ezłom, grafom i kombinatoryce.
W latach 1860. panowało przekonanie, ze ˙ substancja nazywana eterem (bed ˛ a-
˛
ca medium dla elektryczno´sci i magnetyzmu) przenika cała˛ przestrzen. ´ W celu
˙
wyja´snienia róznych form materii Szkot William Thomson (1824–1907), pó´zniej
znany jako Lord Kelvin, wysnuł przypuszczenie, ze ˙ atomy sa˛ w˛ezłami (liniami
wirowymi) w eterze. Na przykład w˛ezeł trywialny, trójlistnik i w˛ezeł ósemko-
wy mogły reprezentowa´c wodór, w˛egiel i tlen (odpowiednio). Tak wiec ˛ w dru-
giej połowie XIX wieku teoria w˛ezłów rozwijana była głównie przez fizyków,
takich jak: Thomson, J.C. Maxwell (1831–1879), P.G. Tait (1831–1901). Ekspery-
ment Michelsona-Morleya z 1887 roku ostatecznie rozbił wirowa˛ teorie˛ atomu,
zaprzeczajac˛ istnieniu eteru, ale nie miało to znaczenia dla teorii w˛ezłów jako
działu matematyki, równiez˙ badania w˛ezłów i topologii, które wywodziły sie˛ z
tych badan,´ przyczyniły sie˛ do rozwoju matematyki i fizyki w XX wieku. Ma-
xwell ponadto, podał przykład dwóch krzywych zamknietych, ˛ których nie da
sie˛ oddzieli´c, ale których indeks zaczepienia jest równy zero.
W 1907 roku, w słynnej encyklopedii matematycznej, M. Dehn (1878–1952)
i P. Heegaard (1871–1948) zarysowali systematyczne podej´scie do topologii. W
szczególno´sci, s´ ci´sle okre´slili zakres teorii w˛ezłów. Aby omina´
˛c nieformalny opis
deformacji krzywej w przestrzeni, wprowadzili w˛ezły kratowe i s´ cisła˛ definicje˛
(kratowej) równowazno´ ˙ sci, która˛ nazwali izotopia. ˛ Heegaard znany jest równiez˙
˙ znalazł bład
z tego, ze ˛ (dotyczacy ˛ dualno´sci liczb Bettiego) w pracy Poincarégo.
W. Wirtinger (1865–1945), na swoim wykładzie wygłoszonym na zje´zdzie Nie-
mieckiego Towarzystwa Matematycznego w 1905 roku, zarysował metode˛ znaj-
dowania grupy podstawowej dopełnienia w˛ezła (przedstawienie grupy zwane
teraz prezentacja˛ Wirtingera grupy w˛ezła). Dehn ogłosił w 1907 roku jeden z
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˙
wazniejszych wyników swojej pracy z 1910 roku (konstrukcja sfery Poincarégo
˙
z uzyciem w˛ezłów). Pierwszy dowód istnienia nietrywialnych w˛ezłów podaje
˙
H. Tietze (1880–1964) w 1908 r., uzywaj ac
˛ wspomnianej grupy w˛ezła.
Tait był pierwsza˛ osoba, ˙
˛ która zauwazyła zwiazek
˛ pomiedzy
˛ w˛ezłami a pła-
skimi grafami. Kolorował on w szachownice˛ regiony w dopełnieniu diagramu
na płaszczy´znie. Nastepnie
˛ konstruował graf przez wybranie jednego wierzchoł-
˙
ka w kazdym białym regionie i łaczył
˛ wierzchołki kraw˛edziami idacymi
˛ przez
˙
skrzyzowania w˛ezła. Maxwell był pierwsza˛ osoba, ˙
˛ która rozwazała pytanie do-
tyczace ˙
˛ róznych diagramów w˛ezłów reprezentujacych
˛ ˙
równowazne w˛ezły. Roz-
˙ on pewne elementarne ruchy, ale nie opublikował swoich badan.
wazał ´ Równo-
˙ sc´ w˛ezłów w jezyku
wazno´ ˛ ruchów na diagramach została formalnie zapisana
i dowiedziona w 1927 roku przez K.W.F. Reidemeistera (1893–1971), J.W. Ale-
xandera (1888–1971) i jego studenta G.B. Briggsa. W latach 1930. po odkryciu
pierwszego niezmiennika wielomianowego przez Alexandera w 1928 r., teoria
w˛ezłów stała sie˛ gałezi
˛ a˛ topologii.
W 1961 roku W. Haken znalazł algorytm na wykrycie diagramu w˛ezła trywial-
nego, cze´
˛ sciowo rozwiazuj
˛ ac ˙
˛ jeden z wazniejszych problemów teorii w˛ezłów.
Przez wiele lat nikt nie podjał
˛ sie˛ z sukcesem implementacji tego algorytmu,
udało sie˛ to B.A. Burtonowi, R. Budneyowi oraz W. Petterssonowi w 1999 r.
w komputerowym programie Regina. W 1969 r. J. Conway opublikował nowa, ˛
szybka˛ metode˛ wyznaczania wielomianu Alexandera. W 1971 r. R. Riley jako
˙
pierwszy rozróznił dwa w˛ezły: w˛ezeł Conwaya i w˛ezeł Kinoshita-Terasaka, sa˛ to
˙
w˛ezły o 11 skrzyzowaniach które sa˛ swoimi wzajemnymi tzw. „mutantami" co
˙
powoduje trudno´sc´ w ich rozróznieniu.
Pod koniec lat 1970. W. Thurston wprowadził, jako znaczacy ˛ element, teorie˛
hiperbolicznych 3-rozmaito´sci do teorii w˛ezłów. Za swoje prace na temat geo-
metrii hiperbolicznych Thurston otrzymał w 1982 medal Fieldsa. Wiosna˛ 1984
r. V. Jones znalazł odpowiednio´sc´ pomiedzy
˛ warkoczami a studiowanymi przez
niego skonczenie
´ wymiarowymi algebrami von Neumanna. Odkrył on pierwszy
wielomian od czasu odkrycia wielomianu Alexandera. W maju tegoz˙ roku Jones
˙
(i niezaleznie ˙ wielo-
W.R. Lickorish z K. Millettem w lipcu 1984 r.) pokazali, ze
mian Jonesa moze ˙ by´c zdefiniowany rekurencyjnie formuła˛ podobna˛ do liniowej
formuły spełnianej przez wielomian Alexandera. Jones otrzymał w 1990 medal
Fieldsa. Wielomian Jonesa okazał sie˛ pomocny do rozstrzygniecia˛ hipotez Taita,
na temat diagramów w˛ezłów alternujacych,˛ ˙
jedna˛ z nich pokazali niezaleznie:
L. Kauffman, K. Murasugi oraz M.B. Thistlethwaite w 1987 r. Druga˛ z nich za´s
rozstrzygneli ˛ Thistlethwaite oraz W. Menasco w 1991 r.
Niezmiennik zorientowanych splotów, bed˛ acy
˛ wielomianem Laurenta dwóch
zmiennych, został odkryty pare˛ miesiecy
˛ po wielomianie Jonesa, w lecie 1984 r.
przez cztery grupy matematyków w składzie: R. Lickorish i K. Millet, J. Hosta,
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˙
A. Ocneanu oraz P. Freyd i Y. Yetter, niezaleznie ˙ jesienia˛ 1984
znale´zli go takze
J.H Przytycki i P. Traczyk. Uzyskany wielomian jest czasem nazywany HOM-
FLYPT od pierwszych liter nazwiska jego odkrywców.
Na poczatku
˛ lat 1990. V.A. Vassiliev i M.N. Goussarov odkryli niezmienniki
w˛ezłów tzw. skonczonego
´ typu, które zawieraja˛ w sobie miedzy
˛ innymi wielo-
mian Jonesa. W 1993 r. M. Kontsevich skonstruował pewna˛ całke, ˛ otrzymujac˛
uogólnione niezmienniki Vassilieva z pewna˛ algebraiczna˛ struktura. ˛ Kontsevich
w ramach swoich badan´ opracował m.in. metody kategoryfikacji algebry, które
˙
znajduja˛ zastosowanie w róznych dziedzinach matematyki i fizyki teoretycznej,
otrzymał on w 1998 medal Fieldsa.
W 2000 r. ukazała sie˛ praca M. Khovanova w której zdefiniował on swoje
homologie Khovanova. Charakterystyka Eulera tych homologii odtwarza wie-
lomian Jonesa. W 2003 roku P. Ozsváth, Z. Szabó i niezaleznie ˙ J. Rassmusen
zdefiniowali w˛ezłowe homologie Floera. Charakterystyka Eulera tych homologii
odtwarza wielomian Alexandera a ponadto wykrywa genus w˛ezła. (Po wiecej ˛ o
historii w˛ezłów i ilustracje odsyłamy czytelnika do [69, 129, 130].)
1.2 Zastosowania w naukach poza-matematycznych
1.2.1 W biologii i chemii
Biochemicy odkryli zaw˛e´zlanie w czasteczce
˛ DNA (F.H.C Crick, J.D. Watson)
i w białkach. Odcinek DNA jest skomplikowanym w˛ezłem molekularnym, no-
we niezmienniki wielomianowe w˛ezłów pozwoliły na nowa˛ metode˛ rozróznia- ˙
nia tych splatanych
˛ ˙
struktur, które moga˛ by´c wykrywane przy uzyciu elektro-
˙
forezy zelowej albo mikroskopu elektronowego. W białkach natomiast, głów-
ne łancuchy
´ białkowe tworza˛ w˛ezły. Odkrycie białek posiadajacych
˛ taki w˛ezeł
budzi pytania o zwijanie takich białek i funkcje˛ w˛ezła. Zrozumienie roli w˛e-
złów w procesach prowadzonych przez białka moze ˙ mie´c szczególne znaczenie
przy zwalczaniu chorób, w których kluczowa˛ role˛ odgrywaja˛ agregaty białko-
we. (Po wiecej
˛ zastosowan´ teorii w˛ezłów w tej dziedzinie odsyłamy czytelnika
do [37, 39, 41, 42, 43, 121, 161].)
1.2.2 W fizyce
W˛ezły, supły i warkocze które rozwazaj ˙ a˛ matematycy w zasadzie mozna
˙ trak-
towa´c tak, jakby były wykonane w sposób fizyczny (z elastycznego materiału).
˙ a˛ sie˛ w tym aspekcie od tych, które spotykamy w zyciu
Nie rózni ˙ codziennym (na
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˙
zwykłym sznurku). Uzycie ich w fizyce siega
˛ ponadto głebiej.
˛ W 1987 r. L. Kauf-
fman znalazł interpretacje˛ statystyczno-mechaniczna˛ dla wielomianu V. Jonesa.
Powiazanie
˛ pomiedzy
˛ w˛ezłami a mechanika˛ kwantowa˛ obejmuje tak zwane po-
la cechowania. Ponadto teoria w˛ezłów jest działem, który okazuje sie˛ by´c blisko
zwiazany
˛ z kwantowa˛ teoria˛ pola, czyli teoria˛ fizyczna,
˛ której zasadniczym ce-
lem jest opis fundamentalnych składników naszego Wszech´swiata. Powiazania ˛
w˛ezłów z fizyka˛ kwantowa˛ dokonał E. Witten, jeden z najwybitniejszych współ-
czesnych fizyków teoretyków, który otrzymał medal Fieldsa w 1990 r. (Po wiecej ˛
zastosowan´ w tej dziedzinie odsyłamy czytelnika do [13, 99, 127].)
1.2.3 W innych dziedzinach
Teoria warkoczy znajduje zastosowanie miedzy
˛ innymi w kryptografii [48]
oraz do konstrukcji algorytmów kryptograficznych odpornych na ataki.
1.3 Tablicowanie
W przypadku klasycznym, tabulacja w˛ezłów i splotów prowadzona jest pod
wzgledem
˛ ˙
niezmiennika, jakim jest liczba skrzyzowaniowa, czyli minimalna
liczba przecie´
˛ c w diagramie. W tym rozdziale mamy zawsze na my´sli niezo-
rientowane diagramy minimalne w˛ezłów i splotów pierwszych (tzn. nierozkła-
dalnych wzgledem
˛ sumy spójnej) z dokładno´scia˛ do odbicia lustrzanego.
P.G. Tait zaczał
˛ tablicowanie w˛ezłów w 1867 roku w celu ich klasyfikacji, do
˙
roku 1877 stablicował wszystkie w˛ezły do liczby skrzyzowaniowej równej 7 bez
˙
uzywania niezmienników a w roku 1885 opublikował tablice˛ w˛ezłów z diagra-
˙
mami do liczby skrzyzowaniowej ˙
równej 10. Niezaleznie od niego a pó´zniej
łacznie
˛ z nim miała miejsce współpraca pomiedzy
˛ wielebnym T.P. Kirkmanem
(1806–1895) i C.N. Little (1858–1923), efektem której była lista wszystkich pierw-
szych i alternujacych
˛ (naprzemiennych) w˛ezłów do warto´sci 11 liczby skrzyzo-˙
waniowej (zajeło˛ im to okres około 25 lat).
Profesor Little wyprodukował w 1899 roku katalog składajacy ˛ sie˛ z 43 nieal-
ternujacych
˛ ˙
w˛ezłów z warto´scia˛ 10 liczby skrzyzowaniowej. Dopiero od 1974 r.
dzieki
˛ obserwacji nowojorskiego prawnika K. Perko wiemy, ze ˙ lista ta zawiera je-
den duplikat (widoczny na Rysunku 1.1 zob. [68]). Wszystkie w˛ezły do warto´sci
˙
11 liczby skrzyzowaniowej zostały wyznaczone przez J.H. Conwaya przed 1969
r., wcze´sniej cze´
˛ sciowe wyniki otrzymała w pracy doktorskiej M.G. Haseman
˙
z roku 1917. W˛ezły do liczby skrzyzowaniowej równej 13 zostały wyznaczone
przez C.H. Dowkera i M.B. Thistlethwaite’a w 1983 r.
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Rysunek 1.1: Para diagramów Perko. [68]
Conway znalazł jeden duplikat oraz 11 pominie´ ˛ c w tablicach Little’a, ale sam
popełnił cztery pominiecia.
˛ Przeoczył miedzy
˛ innymi słynny duplikat w nie-
alternujacej
˛ tablicy Little’a, pare˛ Perko. Pominiecia
˛ w tablicy Conwaya znalazł
Caudron w 1978 r. publikujac ˛ pierwsza˛ poprawna˛ liste˛ w˛ezłów pierwszych do
˙
liczby skrzyzowaniowej równej 11.
˙
J. Hoste razem z grupa˛ studentów (przy uzyciu superkomputera Cray) znale´z-
li alternujace ˙
˛ w˛ezły do warto´sci 14 liczby skrzyzowaniowej, jednocze´snie spraw-
dzajac˛ poprawno´sc´ istniejacych
˛ tabel Thistlethwaite’a. Hoste i H. Doll stabli-
˙
cowali zorientowane sploty do liczby skrzyzowaniowej równej 10, natomiast
C. Cerf w 1998 r. zidentyfikował wszystkie zorientowane alternujace ˛ sploty do
˙
warto´sci 10 liczby skrzyzowaniowej. Około roku 1998 Hoste z J. Weeksem (oraz
˙
niezaleznie Thistlethwaite) znale´zli w˛ezły pierwsze do warto´sci 16 liczby skrzy-
˙
zowaniowej.
W roku 2003 S. Rankin, O. Flint oraz J. Schermann stablicowali wszystkie w˛e-
zły alternujace ˙
˛ do warto´sci 23 liczby skrzyzowaniowej. B.A. Burton stablicował
˙
wszystkie w˛ezły do liczby skrzyzowaniowej 19 w roku 2020. (Po wiecej
˛ o historii
tablicowania w˛ezłów odsyłamy czytelnika do [63, 64, 65].)
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n w˛ezły alternujace
˛ w˛ezły niealternujace
˛ sploty alternujace
˛ sploty niealternujace
˛
2 0 0 1 0
3 1 0 0 0
4 1 0 1 0
5 2 0 1 0
6 3 0 5 1
7 7 0 7 2
8 18 3 21 8
9 41 8 55 28
10 123 42 174 113
11 367 185 548 459
12 1.288 888 2.020 2.256
13 4.878 5.110 7.539 11.344
14 19.536 27.436 31.811 64.180
15 85.263 168.030 137.332
16 379.799 1.008.906 637.176
17 1.769.979 6.283.414 3.029.541
18 8.400.285 39.866.181 14.901.494
19 40.619.385 253.511.073 74.786.430
20 199.631.939 381.439.722
21 990.623.857 1.973.169.539
22 4.976.016.485 10.307.310.665
23 25.182.878.921 54.361.609.151
Tabela 1.1: Liczebno´sc´ w˛ezłów i splotów (z co najmniej dwoma ogni-
wami) pierwszych, z podziałem na alternujace ˛ i niealternujace.
˛
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Rysunek 1.2: Tablica w˛ezłów i splotów pierwszych z niska˛ liczba˛
˙
skrzyzowaniow a˛ (ze strony Knotplot R. Schareina).
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Rozdział 2
W˛ezły wielokatne
˛
˛
W˛ezłem wielokatnym nazywamy sume˛ skonczonej
´ liczby prostych odcinków w
R3 (lub S = R ∪ ∞), takiej ze
3 3 ˙ nie ma brzegu oraz kazdy
˙ punkt brzegowy
odcinka łaczy
˛ ˛
dokładnie jeden inny punkt brzegowy. Splotem wielokatnym za´s
nazywamy skonczon
´ a˛ rozłaczn
˛ a˛ sume˛ w˛ezłów wielokatnych.
˛ Splot wielokatny
˛
˙ mie´c jedna˛ składowa.
moze ˛
Przykłady w˛ezłów wielokatnych
˛ pokazane sa˛ na Rysunku 2.1.
Rysunek 2.1: W˛ezły wielokatne.
˛ [35, 68]
Dwa sploty wielokatne
˛ sa˛ delta równowaz˙ ne je´sli istnieje skonczony
´ ciag
˛ defor-
macji typu ∆ pomiedzy
˛ tymi splotami wielokatnymi,˛ gdzie ∆ oznacza zamiane˛
jednej kraw˛edzi (odcinka) na dwie połaczone
˛ kraw˛edzie w R3 jak pokazano na
Rysunku 2.2 lub ruchu odwrotnego takiego, ze ˙ nie ma zadnego
˙ wierzchołka lub
kraw˛edzi w trójkacie
˛ odpowiadajacym ˛ ∆. Ruch delta na splocie wielokatnym ˛ K
˙ by´c równiez˙ zapisany bardziej s´ ci´sle jako zastapienie
moze ˛ K przez
(K \(K ∩ ∆)) ∪ (∂∆\(K ∩ ∆)).
Rzutowanie π : R3 → R2 wielokatnego
˛ splotu jest rzutowaniem regularnym je´sli
˙
kazdy ˙ dwóch punktów z L, jest jedynie
punkt z π ( L) pochodzi z co najwyzej
16
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Rysunek 2.2: Lokalna deformacja w przestrzeni trójwymiarowej na-
zywana ∆-ruchem. [68]
skonczenie
´ ˙
wiele punktów podwójnych, oraz zaden punkt podwójny nie jest
obrazem wierzchołka z L.
Twierdzenie 2.1 ([36]). Kaz˙ dy wielokatny
˛ splot jest delta równowaz˙ ny, poprzez nie-
wielki obrót w R do splotu wielokatnego
3 ˛ z rzutowaniem regularnym.
Konwencja 2.2 (cyt. [70]). Prostokatny ˛ ´ OXYZ jest tak dobrany, z˙ e
układ Kartezjanski
wszystkie sploty lez˙ a˛ po tej samej (dodatniej) stronie płaszczyzny rzutowania, która˛ jest
z = 0.
Diagramem splotu nazywamy obraz rzutowania regularnego tego splotu z za-
˙
znaczeniem informacji w otoczeniu kazdego punktu podwójnego, który odcinek
˙ ˙
lezał wyzej (tzn. miał wieksz
˛ ˛ a˛ z). Informacje˛ te˛ zwykle oznacza sie˛
a˛ współrzedn
poprzez usuniecie˛ niewielkiego fragmentu z dolnego odcinka. Punkt podwójny
(wraz z jego niewielkim planarnym otoczeniem) z taka˛ informacja˛ nazywamy
skrzyz˙ owaniem.
˙
Rysunek 2.3: Diagramy równowaznych splotów wielokatnych.
˛ [83]
˙
Informacja na skrzyzowaniach pozwala nam z dowolnego diagramu odtwo-
˙ splot w przestrzeni przed dokonaniem rzutowania. Przykład
rzy´c jak lezał
˙
dwóch diagramów równowaznych splotów wielokatnych
˛ pokazane sa˛ na Ry-
sunku 2.3.
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Konwencja 2.3 (cyt. [70]). Je´sli fragment diagramu jest pokazany na płaskim rysun-
ku, domy´slnie pozostała cz˛es´c´ diagramu jest zakładana i nie podlega ona zmianie je´sli
wykonujemy zmiany na tym pokazanym fragmencie diagramu.
Rysunek 2.4: Relacje planarnej izotopii. [70]
Dwa wielokatne ˛ sploty sa˛ powiazane
˛ planarna˛ izotopia˛ je´sli sa˛ powiazane
˛ skon-
´
czona˛ liczba˛ ruchów na Rysunku 2.4, gdzie katy
˛ pomiedzy˛ odcinkami i długo´sci
odcinków moga˛ sie˛ zmienia´c.
Twierdzenie 2.4 ([9, 134]). Dwa diagramy reprezentuja˛ ten sam wielokatny ˛ splot (z
dokładno´scia˛ do delta równowaz˙ no´sci) wtedy i tylko wtedy, gdy moz˙ na z jednego do
˛
drugiego przej´sc´ ciagiem wielokatnych
˛ ruchów Reidemeistera typu RI, RI I oraz
RI I I (pokazanych na Rysunku 2.5) oraz planarna˛ izotopia.
˛
Rysunek 2.5: Wielokatne
˛ ruchy Reidemeistera. [70]
˙
Dowód tego twierdzenia mozna znale´zc´ równiez˙ w podrecznikach,
˛ jak na
przykład [70, 83, 121].
˙
Splotowi mozemy nada´c orientacj˛e poprzez wybór kierunku poruszania sie,
˛
˙
gdy w˛edrujemy dookoła kazdego jego ogniwa. Dany splot o c ogniwach mo-
ze c
˙ by´c zatem zorientowany na 2 sposobów. Zakładamy ponadto, ze ˙ diagram
danego splotu jest zorientowany zgodnie z jego orientacja.
˛
Prowadzac ˛ podobne rozumowanie co w dowodzie Twierdzenia 2.4 lecz ze
˛
zorientowanymi wielokatnymi ruchami Reidemeistera, tzn. ruchami ze wszystkimi
˙ ˙
mozliwymi kombinacjami orientacji łuków uzytych w ruchach RI, RI I oraz
˙
RI I I, mozemy wyprowadzi´c co nastepuje.
˛
Wniosek 2.5. Dwa zorientowane diagramy reprezentuja˛ delta równowaz˙ ne wielokatne
˛
zorientowane sploty, wtedy i tylko wtedy, gdy moz˙ na z jednego diagramu do drugiego
˛
przej´sc´ ciagiem ˛
zorientowanych wielokatnych ruchów Reidemeistera.
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Rozdział 3
W˛ezły i sploty w róz˙ nych wymiarach
˙
Rozmaito´sci to geometryczne obiekty które w małym otoczeniu kazdego swo-
jego punktu wygladaj ˛ a˛ jak przestrzen´ Euklidesowa ustalonego wymiaru. Roz-
maito´sc´ spójna˛ wymiaru 1 nazywamy krzywa, ˙
˛ kazda zwarta krzywa, tzn. okrag
˛
S , zanurza sie˛ jednoznacznie w R oraz w R . Z drugiej za´s strony zanurzen´ w
1 2 4
torus T 2 = S1 × S1 jest nieskonczenie
´ ˙
wiele nierównowaznych.
Rozmaito´sc´ wymiaru 2 nazywamy powierzchnia, ˙
˛ kazda powierzchnia zanu-
rza sie˛ w R , je´sli jest spójna to zanurza sie˛ jednoznacznie w R5 . Homeomorfizm
4
dwóch rozmaito´sci to przekształcenie, które przekształca jedna˛ z nich w druga, ˛
nic przy tym nie sklejajac ˛ i nie rozrywajac.
˛
My´slac
˛ o jak najlepszym matematycznym opisie zjawiska, polegajacego
˛ na fi-
zycznym ruchu zanurzonych elastycznych obiektów w zadanej przestrzeni, roz-
˙
wazmy nastepuj
˛ ace˛ pojecie.
˛
Niech X0 oraz X1 bed ˛ a˛ podprzestrzeniami przestrzeni topologicznej Y. Mówi-
˙
my, ze X0 jest izotopijna z X1 je´sli istnieje zbiór X oraz ciagła
˛ funkcja F : X × I →
Y nazywana izotopia taka, ze dla kazdego t ∈ I funkcja Ft ( x ) := F ( x, t) jest
˛ ˙ ˙
zanurzeniem X w Y oraz F0 ( X ) = X0 i F1 ( X ) = X1 .
Definicja ta okazuje sie˛ jednak dla nas tu zbyt ogólna, powodujac ˛ np. mozli-˙
wo´sc´ deformacji cze´
˛ sci zaw˛e´zlenia z petelk
˛ a˛ do punktu, co da nam sprzeczna˛
z intuicja, ˙
˛ mozliwo´sc´ rozplatania
˛ dowolnego w˛ezła S1 ,→ R3 (zobacz Rysunek
3.1). Zaw˛e´zmy zatem powyzsze˙ pojecie,
˛ uwzgledniaj
˛ ˛ równiez˙ wła´sciwa˛ trans-
ac
formacje˛ otoczenia poruszanego obiektu.
Niech X0 oraz X1 bed ˛ a˛ podprzestrzeniami przestrzeni topologicznej Y. Mó-
wimy, ze˙ X0 jest ambientalnie izotopijna z X1 je´sli istnieje ciagła
˛ funkcja H :
Y × I → Y nazywana ambientalna˛ izotopia˛ taka, ze ˙ dla kazdego
˙ t ∈ I funkcja
Ht (y) := H (y, t) jest homeomorfizmem Y na Y oraz H0 = idY i H1 ( X0 ) = X1 .
19
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